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Kapitel 1

Grundlagen

Version 1.01 vom 27.10.2002

In dieser Vorlesung besch�aftigen wir uns mit grundlegenden Techniken f�ur den Entwurf und
die Bewertung von Algorithmen im Hinblick auf Anwendungen beim Betrieb oder bei der
Optimierung von Kommunikationsnetzen. F�ur unterschiedliche Arten von Problemstellungen
werden jeweils n�utzliche Techniken f�ur den Entwurf von Algorithmen sowie sinnvolle Bewer-
tungsmethoden behandelt. Bei Kommunikationsnetzen denken wir beispielsweise an Netze wie
das Internet, lokale Netze (LANs) oder Telekommunikationsnetze von Telefongesellschaften.

1.1 Graphen

Kommunikationsnetze werden in der Regel als Graphen modelliert. Ein Graph G = (V;E)
besteht aus einer Menge V von Knoten und einer Menge E von Kanten. Wenn wir einmal mit
mehreren Graphen gleichzeitig argumentieren m�ussen, bezeichnen wir die Knoten- bzw. Kan-
tenmenge eines Graphen G zur Klarheit mit V (G) bzw. E(G). Wir unterscheiden ungerichtete
Graphen und gerichtete Graphen, siehe Abb. 1.1.

Bei ungerichteten Graphen verbindet jede Kante zwei Knoten, ohne dass eine Richtung der
Kante vorgegeben ist. Eine Kante wird daher als zweielementige Teilmenge der Knotenmenge
repr�asentiert, d.h. e = fu; vg mit u; v 2 V . Wir sagen, dass eine Kante, die zwei Knoten
verbindet, zu jedem dieser Knoten inzident ist. Wenn zwei Knoten �uber eine Kante verbunden
sind, so sind diese beiden Knoten adjazent. Der Grad eines Knotens ist die Anzahl der Kanten,
die inzident zu dem Knoten sind.

Bei gerichteten Graphen hat jede Kante einen Startknoten und einen Endknoten, sie ist
also vom Startknoten zum Endknoten gerichtet. Hier werden Kanten als geordnete Paare von
Knoten repr�asentiert, d.h. e = (u; v) mit u; v 2 V . Gerichtete Graphen werden auch Digraphen
genannt. Die Anzahl der Kanten, die von einem Knoten weg f�uhren, ist der Ausgangsgrad des
Knotens. Die Anzahl der Kanten, die zu dem Knoten hin f�uhren, ist der Eingangsgrad.

Ein Sonderfall gerichteter Graphen sind die symmetrisch gerichteten Graphen. In diesen
Graphen gilt: wenn der Graph eine Kante (u; v) mit Startknoten u und Endknoten v enth�alt,
dann enth�alt er auch eine Kante (v; u) in der anderen Richtung.

In einem Graphen, der ein Kommunikationsnetz repr�asentiert, entsprechen die Knoten den
Netzwerkknoten (Router, Switches, Hosts) und die Kanten den physikalischen Verbindungen
(Links) zwischen diesen Knoten. Symmetrisch gerichtete Graphen modellieren dabei Netze
mit Links, auf denen in beide Richtungen unabh�angig voneinander Daten �ubertragen werden
k�onnen. Wir werden die Begri�e Kante und Link oft synonym verwenden.

1



2 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Abbildung 1.1: Beispiele f�ur Graphen: ungerichteter Graph (links), gerichteter Graph (Mitte),
symmetrisch gerichteter Graph (rechts).

Wir bezeichnen die Anzahl der Knoten eines Graphen immer mit n = jV j und die Anzahl
der Kanten mit m = jEj. Die Datenstruktur, die �ublicherweise zur Speicherung eines Gra-
phen in einem Programm verwendet wird, besteht grob gesagt aus einer Liste aller Knoten,
einer Liste aller Kanten, und zu jedem Knoten einer Liste der zu dem Knoten benachbar-
ten (inzidenten) Kanten. Bei gerichteten Graphen werden bei den Knoten getrennte Listen
f�ur eingehende und ausgehende Kanten gespeichert. Weiterhin sind die Knoten und Kanten
i.d.R. durchnummeriert und k�onnen �uber ihre Nummer direkt zugegri�en werden. Der Spei-
cherplatzbedarf f�ur diese Datenstruktur ist linear, d.h. proportional zu n+m. Eine alternative
Darstellung verwendet eine Adjazenz-Matrix, d.h. eine n � n-Matrix A, in der der Eintrag
ai;j gleich 1 ist, wenn Knoten i und j �uber eine Kante verbunden sind, und sonst 0. F�ur eine
Adjazenz-Matrix wird aber Speicherplatz proportional zu n2 ben�otigt.

Oft sind den Knoten und/oder Kanten eines Graphen Werte zugeordnet. Diese Werte
werden als Gewichte bezeichnet. Zum Beispiel kann jeder Kante durch eine Funktion cap :
E ! R

+ eine Kapazit�at zugeordnet sein, die die Bandbreite des entsprechenden Links angibt.

Ein (einfacher) Pfad (oder Weg) von u nach v in einem gerichteten Graphen G = (V;E)
ist eine Folge (x0; x1); (x1; x2); : : : ; (x`�1; x`) von aufeinanderfolgenden Kanten, wobei x0 = u,
x` = v und jeder Knoten auf dem Pfad nur einmal besucht wird. Werden auf einem Pfad
manche Knoten mehrmals besucht, so heisst der Pfad nicht einfach. Wenn den Kanten des
Graphen keine Gewichte zugeordnet sind, so ist die L�ange eines Pfades einfach die Anzahl
der Kanten auf dem Pfad. Wenn Kantengewichte vorhanden sind, ist mit der L�ange eines
Pfades dagegen oft die Summe der Gewichte aller Kanten auf dem Pfad gemeint. Aus dem
Zusammenhang wird immer klar, wie der Begri� \L�ange eines Pfades" jeweils zu verstehen
ist.

Ein (einfacher) Kreis (oder Zyklus) in einem gerichteten Graphen G = (V;E) ist eine
Folge (x0; x1); (x1; x2); : : : ; (x`�1; x`) von aufeinanderfolgenden Kanten, wobei x0 = x` und
xi 6= xj f�ur i 6= j, 0 � i; j < `, gilt.

Pfade und Kreise in ungerichteten Graphen sind analog de�niert. Die Richtung der Kanten
spielt hier keine Rolle.

Ein ungerichteter Graph heisst zusammenh�angend (abgek�urzt: zshgd.), wenn es von jedem
Knoten zu jedem anderen Knoten einen Pfad gibt. Ein gerichteter Graph heisst stark zusam-

menh�angend, wenn es von jedem Knoten zu jedem anderen Knoten einen (gerichteten) Pfad
gibt. Der gerichtete Graph in Abb. 1.1(Mitte) ist zum Beispiel nicht stark zusammenh�angend.
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Ein Graph heisst vollst�andig, wenn jede m�ogliche Kante tats�achlich im Graphen enthalten ist,
d.h. wenn alle Paare von Knoten durch Kanten verbunden sind.

Ein Graph G0 = (V 0; E0) ist ein Teilgraph von G = (V;E), wenn V 0 � V und E0 � E gilt.
G0 heisst induzierter Teilgraph von G, wenn E0 alle Kanten in E enth�alt, die zwei Knoten aus
V 0 miteinander verbinden. Wir sagen dann auch, dass G0 der durch V 0 induzierte Teilgraph
von G ist.

Ein ungerichteter Graph ist ein Baum, wenn er zusammenh�angend ist und keine Kreise
enth�alt. Ein Spannbaum eines ungerichteten Graphen G = (V;E) ist ein Baum mit Knoten-
menge V , der ein Teilgraph von G ist. Die Knoten eines Baumes, die Grad 1 haben, heissen
Bl�atter. Wenn ein Knoten des Baumes als Wurzel ausgezeichnet ist, so sprechen wir auch
von einem gewurzelten Baum. In einem gewurzelten Baum hat jeder Knoten v ausser der
Wurzel genau einen Vaterknoten, n�amlich den Knoten, der zu v benachbart ist und auf dem
eindeutigen Pfad von v zur Wurzel liegt. Alle anderen Nachbarn eines Knotens sind seine
Kinder.

Wenn ein ungerichteter Graph nicht zusammenh�angend ist, so heissen die maximal grossen
Teilgraphen, die zusammenh�angend sind, die Zusammenhangskomponenten des Graphen.

1.2 Algorithmen

Allgemein gesprochen ist ein Algorithmus eine Angabe von Regeln, mit denen ein Problem
in einer endlichen Zahl von Schritten gel�ost werden kann. Dabei muss der Algorithmus durch
eine pr�azise endliche Beschreibung gegeben sein und darf nur e�ektive (tats�achlich ausf�uhrba-
re) Verarbeitungsschritte verwenden. Wir interessieren uns f�ur Algorithmen, die als eÆziente
Computer-Programme implementiert werden k�onnen. Das Wort \Algorithmus" ist vom Na-
men \al-kawarizmi" eines persischen Mathematikers aus dem neunten Jahrhundert abgeleitet.

Wir wollen vor allem Algorithmen betrachten, die zu Beginn eine Eingabe erhalten, dann
Berechnungen mit den Eingabedaten ausf�uhren und schliesslich eine Ausgabe produzieren.
Dabei sagen wir, dass ein Algorithmus f�ur ein Problem P eine Instanz von P als Eingabe
bekommt und eine L�osung f�ur diese Instanz berechnet. Als Beispiel k�onnen wir uns einen
Algorithmus f�ur das Sortieren von Zahlen denken: er bekommt als Eingabe eine Liste von
Zahlen und produziert als Ausgabe eine sortierte Liste derselben Zahlen.

Um einen Algorithmus anzugeben, werden wir eine Pseudo-Programmiersprache verwen-
den, die auch nat�urlichsprachliche Anweisungen erlaubt. Die Implementierung eines so ange-
gebenen Algorithmus in einer Programmiersprache wie C++ oder Java sollte keine Probleme
bereiten.

1.2.1 Laufzeit von Algorithmen

Neben der Korrektheit eines Algorithmus ist vor allem seine Laufzeit von Interesse. Die Lauf-
zeit eines Algorithmus auf einer Eingabe I ist die Anzahl elementarer Rechenschritte, die der
Algorithmus bei dieser Eingabe ausf�uhrt. Als elementarer Rechenschritt sind dabei im we-
sentlichen Operationen der Art zugelassen, wie sie von gegenw�artigen Mikroprozessoren mit
einer Instruktion ausgef�uhrt werden k�onnen.

In der Regel interessiert uns die Worst-Case-Laufzeit in Abh�angigkeit von der Gr�osse der
Eingabe. Die Worst-Case-Laufzeit eines Algorithmus ist durch eine Funktion f : N ! N

beschr�ankt, wenn der Algorithmus auf allen Eingaben der Gr�osse n Laufzeit h�ochstens f(n)
hat.
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Wenn die Eingabe ein Graph ist, so betrachten wir die Laufzeit meist in Abh�angigkeit von
n und m (Knotenzahl und Kantenzahl).

Zur Angabe von Laufzeiten verwenden wir die �ubliche O()-Notation. F�ur zwei Funktionen
f : N ! N und g : N ! N schreiben wir

f(n) = O(g(n));

falls es Konstanten c > 0 und n0 2 N gibt, so dass f�ur alle n � n0 gilt: f(n) � c � g(n).
Man kann \f(n) = O(g(n))" also interpretieren als: f(n) ist kleiner gleich g(n) bis auf einen
konstanten Faktor.

Beispiel: Sei f(n) � 17n2 + 5n + 10. F�ur alle n � 1 gilt f(n) � 17n2 + 5n2 + 10n2 = 32n2,
daher ist f(n) = O(n2). (Wir w�ahlen zum Beispiel c = 32 und n0 = 1.) ✦

Zu beachten ist bei der O()-Notation, dass \=" hier von links nach rechts gelesen wer-
den muss. Die Rechnung O(n2) = O(n3) ist zum Beispiel richtig, w�ahrend die Behauptung
O(n3) = O(n2) falsch ist.

Ein Algorithmus hat polynomielle Laufzeit, falls seine Laufzeit O(nk) f�ur eine Konstante k
ist. In der Praxis sind nat�urlich Algorithmen mit m�oglichst kleiner Laufzeit interessant, der
Exponent k sollte bei polynomiellen Algorithmen also m�oglichst nicht gr�osser als 2 oder 3
sein. Ein Algorithmus mit Laufzeit O(n) hat lineare Laufzeit, ein Algorithmus mit Laufzeit
O(n2) quadratische Laufzeit.

1.2.2 Algorithmen f�ur Optimierungsprobleme

Viele der uns interessierenden Probleme sind Optimierungsprobleme. F�ur eine Instanz I eines
Optimierungsproblems gibt es in der Regel viele verschiedene (zul�assige) L�osungen, und das
Ziel ist die Berechnung einer L�osung, die eine gewisse Zielfunktion minimiert oder maximiert.
Der optimale Wert der Zielfunktion wird dabei mit OPT bezeichnet.

Beispiel: Eine Instanz des Problems des Handlungsreisenden (Traveling Salesperson Pro-
blem, TSP) ist ein vollst�andiger Graph G = (V;E) mit Kantengewichten c : E ! R. Eine
zul�assige L�osung ist ein Kreis in G (eine Tour), der alle Knoten genau einmal besucht. Das
Optimierungskriterium ist, das Gesamtgewicht aller Kanten der Tour zu minimieren. ✦

Wir besch�aftigen uns vor allem mit zwei Arten von Algorithmen f�ur Optimierungsproble-
me:

� Ein exakter Algorithmus f�ur ein Optimierungsproblem P berechnet f�ur jede Instanz von
P eine L�osung mit optimalem Zielfunktionswert.

� Ein �-Approximationsalgorithmus f�ur ein Optimierungsproblem P hat polynomielle
Laufzeit und berechnet f�ur jede Instanz I von P eine L�osung, deren Zielfunktionswert
A vom optimalen Wert OPT h�ochstens um Faktor � abweicht. Bei Minimierungspro-
blemen gilt also A � �OPT , bei Maximierungsproblemen A � OPT=�. Der Faktor �
wird auch Approximationsrate genannt.

Viele Optimierungsprobleme sind NP-schwer und es ist kein exakter Algorithmus mit poly-
nomieller Laufzeit f�ur sie bekannt. Wir wollen hier nicht genauer auf die Komplexit�atsklasse
NP eingehen, sonder nur kurz anmerken, dass ein polynomieller Algorithmus f�ur irgendein
NP-schweres Problem sofort polynomielle Algorithmen f�ur alle Probleme inNP liefern w�urde
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(z.B. f�ur das Problem des Handlungsreisenden). Dies gilt als sehr unwahrscheinlich, es konn-
te aber bisher niemand beweisen, dass es keine polynomiellen Algorithmen f�ur NP-schwere
Probleme gibt. Dies ist das ber�uhmte o�ene Problem \P = NP oder P 6= NP?".

Approximationsalgorithmen sind interessant, da sie f�ur NP-schwere Optimierungsproble-
me in vertretbarer Zeit beweisbar gute L�osungen liefern.

Manche NP-schwere Probleme kann man sogar beliebig gut approximieren. F�ur jede vor-
gegebene Konstante " > 0 erh�alt man dann einen (1 + ")-Approximationsalgorithmus. Die
Laufzeit des Algorithmus wird nat�urlich l�anger, je kleiner man " w�ahlt, f�ur jedes feste " ist sie
aber durch ein Polynom beschr�ankt. Ein solcher Algorithmus, der einen zus�atzlichen Parame-
ter " > 0 als Eingabe bekommt und dann eine (1 + ")-Approximation berechnet, heisst poly-
nomielles Approximationsschema (PTAS, polynomial-time approximation scheme). Wenn die
Laufzeit des Algorithmus auch in 1

" polynomiell ist, dann erh�alt man ein sogenanntes FPTAS
(fully polynomial-time approximation scheme).

In manchen Anwendungen ist die Eingabe nicht vollst�andig im voraus bekannt, z.B. wenn
die Eingabe aus Verbindungsanfragen in einem Kommunikationsnetz besteht. Hier muss ein
Algorithmus, der die Zugangskontrolle erledigt, f�ur jede ankommende Anfrage sofort entschei-
den, ob und wie die Verbindung eingerichtet werden soll. Dabei hat der Algorithmus keine
Kenntnis davon, welche Anfragen in Zukunft noch gestellt werden. Algorithmen dieser Art
werden Online-Algorithmen genannt. Auch hier vergleicht man den Zielfunktionswert der vom
Algorithmus berechneten L�osung mit dem optimalen Zielfunktionswert (den ein Algorithmus
ohne Beschr�ankung der Rechenzeit berechnen h�atte k�onnen, wenn er alle gestellten Anfragen
im Voraus gekannt h�atte). Bei Online-Algorithmen wird die Approximationsrate in der Regel
kompetitive Rate (engl. competitive ratio) genannt.

Neben Approximationsalgorithmen und Online-Algorithmen gibt es weitere Ans�atze zur
L�osung NP-schwerer Optimierungsprobleme, mit denen wir uns jedoch in dieser Vorlesung
nicht weiter besch�aftigen werden. Ein solcher Ansatz ist die Verwendung von Heuristiken,
d.h. von Verfahren zur Berechnung von L�osungen, bei denen man zwar keine guten Schranken
f�ur die erzielten Approximationsraten beweisen kann, die aber in der Praxis oft erstaunlich
gut funktionieren. Neben speziell auf ein Problem zugeschnittenen Heuristiken gibt es auch
sogenannte Meta-Heuristiken, die auf viele verschiedene Optimierungsprobleme angewendet
werden k�onnen. Dazu z�ahlen Simulated Annealing, Genetische Algorithmen (Evolution�are
Algorithmen), lokale Suche und Tabu Search. Ein anderer Ansatz ist die Berechnung optimaler
L�osungen auch f�ur NP-schwere Optimierungsprobleme. Hier versucht man, Algorithmen zu
entwickeln, die f�ur in der Praxis auftretende Instanzen in vertretbarer Zeit optimale L�osungen
berechnen, auch wenn keine guten Schranken f�ur die Worst-Case-Laufzeit angegeben werden
k�onnen. Schlagworte hier sind zum Beispiel Branch&Bound und Branch&Cut.

1.3 Grundlegende Graphenalgorithmen

Hier geben wir einen kurzen �Uberblick �uber grundlegende Algorithmen f�ur Graphen, die wir
zum Teil in den nachfolgenden Kapiteln als Unterroutinen verwenden werden.

1.3.1 K�urzeste Pfade

Sei G = (V;E) ein gerichteter Graph mit Kantengewichten c : E ! R. Die L�ange eines ge-
richteten Pfades von u nach v ist die Summe der Gewichte aller Kanten auf dem Pfad. Das
single-source shortest paths-Problem besteht darin, f�ur einen gegebenen Startknoten s 2 V
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Algorithmus von Kruskal

Eingabe: zshgd. ungerichteter Graph G = (V;E) mit Kantengewichten c : E ! R

Ausgabe: Spannbaum T = (V;E0) minimalen Gewichts

E0 := ;;
for alle Kanten e = fu; vg 2 E in Reihenfolge aufsteigenden Gewichts do

if u und v sind in verschiedenen Zusammenhangskomponenten von G0 = (V;E0) then
E0 := E0 [ feg;

�;
od;
return T = (V;E0);

Abbildung 1.2: Der Algorithmus von Kruskal

die (L�ange der) k�urzesten Pfade zu allen anderen Knoten zu berechnen. Falls die Kantenge-
wichte nicht-negativ sind, so kann das Problem mit dem Algorithmus von Dijkstra in Zeit
O(m + n logn) gel�ost werden. Falls auch negative Kantengewichte vorkommen, so kann der
Algorithmus von Bellman und Ford verwendet werden, der Laufzeit O(nm) hat. Hier muss
aber vorausgesetzt werden, dass der Graph keine Kreise negativer L�ange enth�alt, da sonst das
K�urzeste-Pfade-Problem nicht sinnvoll de�niert ist.

1.3.2 Minimale Spannb�aume

Sei G = (V;E) ein ungerichteter Graph mit Kantengewichten c : E ! R. Ein minima-
ler Spannbaum in G ist ein Spannbaum T = (V;E0), so dass

P
e2E0 c(e) minimal ist. Der

Algorithmus von Prim berechnet einen minimalen Spannbaum in Zeit O(m + n log n), der
Algorithmus von Kruskal ben�otigt dazu Zeit O(m logm) = O(m log n) (da m � n2, gilt
logm � 2 log n und damit O(logm) = O(log n)).

Der Algorithmus von Kruskal ist in Abb. 1.2 dargestellt. Dabei sind zwei Implementie-
rungsdetails nicht n�aher spezi�ziert: Erstens ist nicht angegeben, wie die Bearbeitung der
Kanten in der Reihenfolge aufsteigenden Gewichts erfolgen soll; dies kann z.B. realisiert
werden, indem die Kanten zuerst mit einem O(m logm)-Sortieralgorithmus sortiert werden.
Zweitens ist nicht angegeben, wie gepr�uft werden soll, ob u und v in derselben Zusammen-
hangskomponente des Graphen mit Kantenmenge E0 sind; hier kann z.B. eine sogenannte
Union-Find-Datenstruktur eingesetzt werden. Wichtig ist, dass die angegebene Gesamtlauf-
zeit O(m logm) nur dann erreicht wird, wenn diese in Abb. 1.2 nicht spezi�zierten Details
eÆzient implementiert werden.

Anwendungsbeispiel: Ein Problem, das durch die Berechnung eines minimalen Spann-
baums gel�ost werden kann, ist das folgende: Es ist ein Kommunikationsnetz aufzubauen, das

eine gegebene Menge von Knotenpunkten zusammenh�angend verbindet. Dabei kann zwischen

bestimmten Paaren von Knotenpunkten eine Leitung eingerichtet werden, deren Kosten von

den Endpunkten der Leitung abh�angen. Das Problem, eine m�oglichst billige Menge von ein-

zurichtenden Leitungen auszuw�ahlen, die aber ausreicht, das Netzwerk zusammenh�angend zu

machen, entspricht genau dem Problem, einen minimalen Spannbaum zu berechnen. Dabei re-

pr�asentiert V die Menge der Knotenpunkte, E die Menge der m�oglichen Verbindungsleitungen

und c(fv; wg) die Kosten f�ur das Einrichten einer Verbindung von v nach w.
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Abbildung 1.3: Beispiel f�ur Netzwerk-Fluss-Problem

Ein anderer Algorithmus zur Berechnung minimaler Spannb�aume ist der Algorithmus von
Prim. Wir werden ihn in Abschnitt 2.1 kennen lernen.

1.3.3 Netzwerk-Fluss

Ein grundlegendes Problem in der kombinatorischen Optimierung, das sehr viele Anwendun-
gen besitzt, ist das Netzwerk-Fluss-Problem. Gegeben ist ein gerichteter Graph G = (V;E)
mit zwei ausgezeichneten Knoten s 2 V (source, Quelle) und t 2 V (target, Senke) sowie
Kantenkapazit�aten cap : E ! R

+ . Ein Fluss in G ist eine Funktion f : E ! R, die die
folgenden beiden Bedingungen erf�ullt:

� 0 � f(e) � cap(e) f�ur alle e 2 E (Einhaltung der Kapazit�aten)

�
X

e=(u;v)2E

f(e) =
X

e=(v;w)2E

f(e) f�ur alle v 2 V n fs; tg (Flusserhaltung)

Man kann sich die Kanten zum Beispiel als �Ol-Pipelines vorstellen. Die Kapazit�at einer Kante
gibt dann an, wie viel �Ol pro Zeiteinheit durch die Kante maximal 
iessen kann. Die Flusser-
haltungsregel bestimmt, dass bei jedem Knoten (ausser der Quelle und der Senke) genau so
viel �Ol ankommen muss wie von dem Knoten weg
iesst.

Der Wert eines Flusses f ist de�niert als

�f =
X

e=(s;w)2E

f(e)�
X

e=(u;s)2E

f(e);

also als der Gesamt
uss, der die Quelle verl�asst (und der aufgrund der Flusserhaltung auch
bei der Senke ankommt). Das Ziel beim Netzwerk-Fluss-Problem ist, einen Fluss maximalen
Wertes zu berechnen.

Ein Beispiel f�ur eine Instanz des Netzwerk-Fluss-Problems und einen zugeh�origen Fluss
ist in Abb. 1.3 dargestellt. Jede Kante e hat als Label die Werte f(e)=cap(e). Der dargestellte
Fluss f hat den Wert �f = 40 und ist optimal f�ur dieses Beispiel.

Jede Menge S � V mit s 2 S und t 2 V n S bestimmt einen Schnitt (S; V n S). Die
Kapazit�at eines Schnittes (S; V n S) ist die Summe der Kapazit�aten aller Kanten, die von
einem Knoten in S zu einem Knoten in V n S laufen. Klar ist, dass der maximale Wert eines
Flusses nicht gr�osser als die minimale Kapazit�at eines Schnittes sein kann (denn der ganze
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Fluss muss ja irgendwie von S nach V n S gelangen). Ein klassisches Ergebnis von Ford und
Fulkerson ist das sogenannte Max-Flow-Min-Cut-Theorem.

Satz 1.1 (Ford und Fulkerson, 1956) Der maximale Wert eines Flusses in G ist gleich

der minimalen Kapazit�at eines Schnittes in G.

In dem Graphen aus Abb. 1.3 ist der Schnitt (fs; a; b; c; dg; fe; f; tg) ein Schnitt minimaler
Kapazit�at. Seine Kapazit�at ist 40. Das zeigt, dass der angegebene Fluss tats�achlich optimal
ist.

Es gibt eine ganze Reihe von Algorithmen, die in polynomieller Zeit einen Fluss maximalen
Wertes berechnen. Klassische Algorithmen sind zum Beispiel derO(n2m)-Algorithmus von Di-
nits (1970) und der O(n3)-Algorithmus von Karzanov (1974). Der bis jetzt theoretisch schnell-
ste Algorithmus (zumindest bei nicht zu grossen Kantenkapazit�aten) wurde von Goldberg und
Rao (1998) entwickelt und hat LaufzeitO(minfm3=2 log(n2=m) logU; n2=3m log(n2=m) logUg),
wobei U die maximale Kantenkapazit�at ist.

Eine interessante und oft n�utzliche Tatsache ist, dass es immer einen maximalen Fluss
mit ganzzahligen Werten f(e) f�ur alle Kanten e 2 E gibt, vorausgesetzt, dass die Kantenka-
pazit�aten cap(e) alle ganzzahlig sind. Die oben erw�ahnten Algorithmen liefern in diesem Fall
auch tats�achlich nur ganzzahlige Werte f(e).

1.4 Lineare Programmierung

Ein lineares Programm (LP) ist durch eine Menge linearer Ungleichungen und eine lineare
Zielfunktion gegeben. �Ublicherweise wird es in der folgenden Form geschrieben (das \s.t."
steht dabei f�ur \such that"):

min cTx (1.1)

s:t: Ax � b (1.2)

x � 0 (1.3)

x ist dabei ein n-dimensionaler Vektor aus Variablen x1, x2, . . . , xn. Die Matrix A ist eine
m � n-Matrix, b ein Vektor mit m Komponenten und c ein Vektor mit n Komponenten. Es
gilt also A 2 R

m;n , b 2 R
m , c 2 R

n .
Jeder Vektor x 2 R

n , der (1.2) und (1.3) erf�ullt, ist eine zul�assige L�osung des linearen
Programms. Eine optimale L�osung ist eine zul�assige L�osung x, die den Wert cTx unter allen
zul�assigen L�osungen minimiert. Es gibt Algorithmen, die f�ur lineare Programme in polynomi-
eller Zeit eine Optimall�osung berechnen: den vor allem aus theoretischer Sicht interessanten
Ellipsoid-Algorithmus von Khachiyan (1979) und die auch in der Praxis gut funktionieren-
de Innere-Punkte-Methode von Karmarkar (1984). Ferner gibt es den Simplex-Algorithmus
von Dantzig (1947), der zwar im Worst-Case exponentielle Laufzeit hat, der aber bei vielen
praktischen Problemen sehr schnell l�auft. Es existieren Programmbibliotheken, z.B. das kom-
merzielle Tool CPLEX, die auch sehr grosse lineare Programme in verbl�u�end kurzer Zeit
l�osen k�onnen.

Lineare Programmierung erlaubt die Optimierung (Maximierung oder Minimierung) ei-
ner linearen Zielfunktion �uber einem Bereich zul�assiger L�osungsvektoren, der durch beliebige
lineare Gleichungen und Ungleichungen gegeben ist. Die Komponenten des unbekannten Vek-
tors sind dabei rationale Zahlen.



1.5. LITERATURHINWEISE 9

Wird in einem linearen Programm zus�atzlich gefordert, dass (manche der) Variablen
nur ganzzahlige Werte annehmen d�urfen, so erh�alt man ein ganzzahliges oder gemischt-

ganzzahliges lineares Programm (engl. (mixed)-integer linear program, MILP oder ILP). Das
Bestimmen der Optimall�osung eines (gemischt)-ganzzahligen Programms ist jedoch im allge-
meinen NP-schwer.

Wir werden h�au�g mit Problemen zu tun haben, die sich leicht als ILP formulieren lassen.
Um eine Approximationsl�osung zu bestimmen, ist es dann oft hilfreich, die Ganzzahligkeitsbe-
dingung zu ignorieren und die sogenannte LP-Relaxierung optimal zu l�osen. Aus der so erhal-
tenen fraktionalen L�osung (d.h. einem L�osungsvektor, dessen Komponenten rationale Zahlen
sind) versucht man dann, mittels gewisser Rundungstechniken eine ganzzahlige L�osung zu
konstruieren, ohne dabei den Zielfunktionswert viel schlechter zu machen.

1.5 Literaturhinweise

Algorithmen und Worst-Case-Laufzeit wurden hier recht informell eingef�uhrt, insbesondere
wurde das Maschinenmodell nicht im Detail de�niert. Auch der Begri� NP-schwer wurde
nicht weiter erkl�art. Mehr zu diesen Themen �ndet man in B�uchern zur Komplexit�atstheorie,
z.B. [Pap94]. Das Thema NP-Vollst�andigkeit wird umfassend in [GJ79] behandelt.

Ein umfassendes und sehr gut lesbares Standardwerk zum Thema eÆzienter Algorithmen
ist [CLR90]. Auch das in deutscher Sprache erschienene Buch [OW90] ist empfehlenswert.
Mit dem Thema Netzwerk-Fluss besch�aftigt sich das Buch [AMO93]. F�ur eine Einf�uhrung
in kombinatorische Optimierung und lineare Programmierung (Simplex-Algorithmus) eignet
sich [PS82]. Eine ersch�opfende Behandlung des Themas der linearen Programmierung und
der ganzzahligen linearen Programmierung �ndet man in [Sch86]. Ein aktuelles Buch �uber
kombinatorische Optimierung ist [CCPS98].

Einen guten �Uberblick �uber das weite Feld der Approximationsalgorithmen bieten die
B�ucher [ACG+99] und [Hoc97]. Online-Algorithmen werden in [FW98] und [BEY98] behan-
delt.
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Kapitel 2

Minimale Spannb�aume und

Steiner-B�aume

Version 1.0 vom 9.11.2000

2.1 Minimale Spannb�aume

Es sei ein ungerichteter, zusammenh�angender Graph G = (V;E) mit jV j = n Knoten, jEj = m
Kanten und Kantengewichten c : E ! R

+ gegeben. Ein Spannbaum von G ist ein Teilgraph
T = (V;E0) von G mit E0 � E, der zusammenh�angend ist und keine Kreise enth�alt. Das
Gewicht eines Spannbaums ist gleich der Summe der Gewichte aller Kanten in dem Spann-
baum, also

P
e2E0 c(e). Ein Spannbaum T ist ein minimaler Spannbaum, falls kein anderer

Spannbaum von G ein kleineres Gewicht hat als T . Ein Graph kann mehrere unterschiedliche
minimale Spannb�aume haben.

Ein Problem, das durch die Berechnung eines minimalen Spannbaums gel�ost werden kann,
ist das folgende: Es ist ein Kommunikationsnetzwerk aufzubauen, das eine gegebene Menge
von Knotenpunkten zusammenh�angend verbindet. Dabei kann zwischen bestimmten Paaren
von Knotenpunkten eine Leitung eingerichtet werden, deren Kosten von den Endpunkten der
Leitung abh�angen. Das Problem, eine m�oglichst billige Menge von einzurichtenden Leitun-
gen auszuw�ahlen, die aber ausreicht, das Netzwerk zusammenh�angend zu machen, entspricht
genau dem Problem, einen minimalen Spannbaum zu berechnen. Dabei repr�asentiert V die
Menge der Knotenpunkte, E die Menge der m�oglichen Verbindungsleitungen und c(fv; wg)
die Kosten f�ur das Einrichten einer Verbindung von v nach w.

Viele Algorithmen zur Berechnung eines minimalen Spannbaums, beginnen mit einer lee-
ren Kantenmenge E0 = ; und f�ugen nacheinander Kanten in E0 ein, bis schliesslich E0 genau
die Kantenmenge eines minimalen Spannbaums ist. Dabei werden zu jedem Zeitpunkt die
Knoten des Graphen G durch die Kanten, die schon in E0 eingef�ugt wurden, in eine Menge
von Teilb�aumen partitioniert. Anfangs, wenn E0 = ; gilt, besteht jeder dieser Teilb�aume aus
einem einzigen Knoten. Durch jedes Einf�ugen einer Kante e in E0 werden die zwei Teilb�aume,
die die Endknoten von e enthalten, zu einem einzigen Teilbaum vereinigt. Damit keine Kreise
entstehen, d�urfen nur Kanten in E0 eingef�ugt werden, die Knoten aus verschiedenen Teilb�aum-
en verbinden. Am Ende, d.h. nach n � 1 Einf�ugungen, bleibt genau ein Baum �ubrig. Die
Regel, nach der entschieden wird, welche Kanten jeweils in E0 eingef�ugt werden sollen, muss
so gew�ahlt sein, dass der resultierende Spannbaum tats�achlich minimales Gewicht hat.

11
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Abbildung 2.1: Skizze zum Beweis von Satz 2.1

Satz 2.1 Sei E0 � E so, dass es einen minimalen Spannbaum T von G gibt, der alle Kanten

in E0 enth�alt. Sei T 0 einer der Teilb�aume, die durch E0 gegeben sind. Sei e eine Kante mit

minimalem Gewicht unter allen Kanten, die einen Knoten aus T 0 mit einem Knoten aus
GnT 0 verbinden. Dann gibt es auch einen minimalen Spannbaum, der alle Kanten aus E0[feg
enth�alt.

Beweis. Wie im Satz bezeichne e die aktuell eingef�ugte Kante, E0 die aktuelle Kantenmenge
vor Einf�ugen von e, T 0 den aktuellen Teilbaum, aus dem die Kante e herausf�uhrt, und T einen
minimalen Spannbaum von G, der E0 enth�alt. Es ist zu zeigen, dass es auch einen minimalen
Spannbaum von G gibt, der E0 [ feg enth�alt.

Falls e in T enthalten ist, so ist T der gesuchte minimale Spannbaum und wir sind fertig.
Nehmen wir also an, dass e nicht in T enthalten ist. Dann entsteht durch Einf�ugen von e in T
ein Kreis k, der sowohl Knoten in T 0 als auch Knoten in GnT 0 enth�alt. Folglich muss k ausser
e noch mindestens eine weitere Kante e0 enthalten, die einen Knoten in T 0 mit einem Knoten
in G n T 0 verbindet, also aus T 0 herausf�uhrt, siehe Abbildung 2.1. Da e minimales Gewicht
unter allen solchen Kanten hatte, muss c(e0) � c(e) gelten. Wenn wir nun aus T die Kante
e0 entfernen und die Kante e einf�ugen, so erhalten wir einen Spannbaum T 00, dessen Gewicht
nicht gr�osser als das von T ist. Da T ein minimaler Spannbaum ist, ist das Gewicht von T 00

gleich dem Gewicht von T . Da T 00 ausserdem E0 [ feg enth�alt, ist T 00 der gesuchte minimale
Spannbaum. ut

Dieser Satz sagt uns, dass wir einen minimalen Spannbaum berechnen k�onnen, indem wir
mit einer leeren Kantenmenge E0 beginnen (diese ist auf jeden Fall Teilmenge der Kanten-
menge eines minimalen Spannbaums) und in jedem Schritt eine Kante e ausw�ahlen und in
E0 aufnehmen, die unter allen Kanten, die aus einem der aktuellen Teilb�aume herausf�uhren,
minimales Gewicht hat.
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Algorithmus von Prim

Eingabe: zshgd. ungerichteter Graph G = (V;E) mit Kantengewichten c : E ! R

Ausgabe: minimale Spannbaum T = (V;E0)

s := beliebiger Startknoten in V ;
ready [s] := true;
ready [v] := false f�ur alle v 2 V n fsg;
p queue Q; f Priority-Queue f�ur Knoten g
for alle inzidenten Kanten e = fs; vg von s do

from [v] := e;
Q.Insert(v,c(e));

od;
E0 := ;;
while jE0j < jV j � 1 do

v := Q.DeleteMin();
E0 := E0 [ ffrom [v]g;
ready [v] := true;
for alle inzidenten Kanten e = fv; wg von v do

if w 2 Q und c(e) < c(from [w]) then
from [w] := e;
Q.DecreasePriority(w,c(e));

else if w =2 Q und nicht ready [w] then
from [w] := e;
Q.Insert(w,c(e));

�;
od;

od;
return T = (V;E0);

Abbildung 2.2: Der Algorithmus von Prim f�ur minimale Spannb�aume

2.1.1 Algorithmus von Prim

Der Algorithmus von Prim w�ahlt einen beliebigen Knoten des Graphen G als Startknoten.
Dann wird immer derjenige Teilbaum betrachtet, der den Startknoten enth�alt. Unter allen
Kanten, die aus diesem Teilbaum herausf�uhren, wird eine mit minimalem Gewicht ausgew�ahlt
und in E0 eingef�ugt. Dadurch wird der Teilbaum, der den Startknoten enth�alt, um eine Kante
und einen Knoten gr�osser. Zu jedem Zeitpunkt gibt es nur einen Teilbaum, der mehr als
einen Knoten enth�alt. Dieser eine Teilbaum w�achst in n � 1 Schritten zu einem minimalen
Spannbaum heran.

O�ensichtlich erf�ullt diese Auswahlregel zum Einf�ugen von Kanten in E0 die Bedingung
von Satz 1. Folglich liefert der Algorithmus von Prim einen minimalen Spannbaum.

Bei der Implementierung des Algorithmus von Prim (siehe Abb. 2.2) ist zu �uberlegen, wie
in jedem Schritt die in E0 einzuf�ugende Kante eÆzient berechnet werden kann. Diese Kan-
te muss minimales Gewicht haben unter allen Kanten, die einen Knoten aus dem aktuellen
Teilbaum T mit einem Knoten aus G n T verbinden. Hier erweist sich eine Priority-Queue
(Priorit�atswarteschlange) als Datenstruktur sehr n�utzlich. Eine Priority-Queue ist eine Da-
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tenstruktur Q, die die folgenden Operationen eÆzient realisiert:

� Q.Insert(e,p): f�uge Element e mit Priorit�at p in Q ein

� Q.DecreasePriority(e,p): erniedrige die Priorit�at des bereits in Q be�ndlichen Elements
e auf p

� Q.DeleteMin(): liefere das Element aus Q mit niedrigster Priorit�at zur�uck und l�osche es
aus Q

Werden Priority-Queues mit Fibonacci-Heaps implementiert, so ist der amortisierte Zeit-
aufwand f�ur Insert und DecreasePriority O(1) und f�ur DeleteMin O(log n), wenn Q maximal
n Elemente enth�alt. Hier bedeutet \amortisiert", dass der Zeitaufwand im Durchschnitt (�uber
alle Operationen gemittelt, die ein Algorithmus ausf�uhrt, der die Priority-Queue verwendet)
die angegebenen Schranken erf�ullt. Es kann zwar z.B. passieren, dass ein einzelnes Delete-
Min() l�anger als O(log n) dauert, daf�ur sind dann andere DeleteMin()-Aufrufe entsprechend
schneller, so dass sich insgesamt ein durchschnittlicher Aufwand von O(log n) ergibt. Werden
zum Beispiel k DeleteMin()-Operationen ausgef�uhrt, so ist die Gesamtlaufzeit immer durch
O(k logn) begrenzt.

Zur Implementierung des Algorithmus von Prim speichern wir in der Priority-Queue Q
alle Knoten aus G n T , die �uber eine Kante aus T heraus erreichbar sind. Sei v ein solcher
Knoten aus GnT und sei ev eine Kante mit minimalem Gewicht unter allen Kanten, die einen
Knoten aus T mit v verbinden. Dann soll die Priorit�at von v in Q gleich c(ev) sein. Zus�atzlich
merken wir uns bei Knoten v in der Variablen from [v], dass ev seine billigste Kante zum
bisher konstruierten Baum ist. Am Anfang initialisieren wir Q, indem wir alle Nachbarknoten
des Startknotens in Q einf�ugen und ihnen als Priorit�at das Gewicht der betre�enden zum
Startknoten inzidenten Kante geben. Ausserdem merken wir uns bei jedem solchen Knoten
eben diese Kante als vorl�au�g g�unstigste Kante, um den Knoten vom Startknoten aus zu
erreichen.

Wenn nun die n�achste Kante zum Einf�ugen in E0 ausgew�ahlt werden soll, f�uhren wir
einfach die DeleteMin-Operation der Priority-Queue aus; dadurch bekommen wir den Knoten
v aus G n T , der von T aus �uber eine Kante mit minimalem Gewicht, n�amlich die Kante
ev, erreichbar ist. Wir f�ugen ev = from [v] in E0 ein und m�ussen zus�atzlich einige Daten
aktualisieren; da v n�amlich jetzt in T ist, kann es Nachbarn w von v geben, die noch nicht
in T enthalten sind und die entweder vorher �uberhaupt nicht von T aus �uber eine Kante
erreichbar waren oder nur �uber eine Kante mit h�oherem Gewicht als c(fv; wg). In ersterem
Fall f�ugen wir w mit Priorit�at c(fv; wg) in Q ein; in letzterem Fall erniedrigen wir die Priorit�at
von w auf c(fv; wg) mittels einer DecreasePriority-Operation. In beiden F�allen merken wir
uns bei Knoten w in der Variablen from [w], dass w nun von T aus am g�unstigsten �uber die
Kante ew = fv; wg erreicht werden kann.

Der Algorithmus von Prim berechnet den minimalen Spannbaum in n�1 Schritten, wobei
in jedem Schritt durch eine DeleteMin-Operation ein neuer Spannbaumknoten v gew�ahlt wird
und dann alle Nachbarn von v ggf. durch eine Insert- oder DecreasePriority-Operation in die
Queue eingef�ugt oder bzgl. ihrer Priorit�at aktualisiert werden m�ussen. Ohne Ber�ucksichtigung
der Operationen auf der Priority-Queue ergibt sich damit ein Zeitaufwand von O(n+m) =
O(m). Da die Insert- und DecreasePriority-Operationen (amortisiert) Zeitbedarf O(1) und
die DeleteMin-Operation Zeitbedarf O(log n) haben und n � 1 Insert-Operationen, n � 1
DeleteMin-Operationen und O(m) DecreasePriority-Operationen ausgef�uhrt werden, ergibt
sich insgesamt eine Laufzeit von O(m+ n log n).
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2.2 Berechnung von Steiner-B�aumen

Bei einer Multicast-Verbindung werden in einem Kommunikationsnetz Daten von einem Sen-
der gleichzeitig an viele verschiedene Empf�anger �ubertragen. Dies ist zum Beispiel dann sinn-
voll, wenn bei einem Video-On-Demand-Service viele Kunden zur selben Zeit denselben Film
sehen wollen. Um das Netz nicht zu �uberlasten ist es wichtig, die Wege zu optimieren, entlang
derer die Daten die Empf�anger erreichen. Diese Wege ergeben zusammen einen Baum, dessen
Wurzel der Sender ist und in dem alle Empf�anger als Bl�atter oder innere Knoten vorkommen.
Die Optimierung dieses Baumes f�uhrt auf das sogenannte Steiner-Problem, benannt nach dem
Schweizer Mathematiker Jakob Steiner (1796{1863).

Weitere Anwendungen von Steiner-B�aumen �nden sich beim VLSI-Routing und bei der
Rekonstruktion phylogenetischer B�aume in der Biologie.

2.2.1 Problemde�nition

Wir betrachten das Steiner-Problem f�ur Graphen, das folgendermassen de�niert ist.

Problem SteinerTree

Instanz: zshgd. ungerichteter Graph G = (V;E), Kantengewichte c : E ! R
+ ,

Terminals N � V
L�osung: Teilbaum T = (V 0; E0) von G, so dass N � V 0

Ziel: minimiere die Kosten c(T ) =
P

e2E0 c(e) des Baums T

Der Graph G = (V;E) repr�asentiert hier das Kommunikationsnetz und das Gewicht c(e)
einer Kante e 2 E bestimmt die Kosten, die entstehen, wenn der Link e zur �Ubertragung
verwendet wird. N ist eine Menge von Knoten, die genau den Sender und alle Empf�anger
enth�alt. Da wir annehmen, dass die �Ubertragungskosten f�ur eine Kante unabh�angig von der
Richtung sind, in der die Daten �ubertragen werden, m�ussen wir bei der Menge N nicht
zwischen dem Sender und den Empf�angern unterscheiden.

Eine andere Anwendung des Steiner-Problems ergibt sich auch beim Entwurf von Kommu-
nikationsnetzen. Wenn man die Knoten in N m�oglichst kosteng�unstig miteinander verbinden
will, dabei aber beliebige Knoten aus V nN zu Hilfe nehmen kann, st�osst man wieder genau
auf das Steiner-Problem.

F�ur eine Instanz des Problems SteinerTree nennen wir jeden Teilbaum, der alle Knoten
aus N enth�alt, einen Steiner-Baum. Die Knoten aus V n N , die der Baum enth�alt, heissen
Steiner-Knoten. Eine optimale L�osung nennen wir einen minimalen Steiner-Baum, und seine
Kosten werden mit OPT bezeichnet.

In Abb. 2.3 ist ein Beispiel f�ur eine Instanz des Problems SteinerTree dargestellt. Die
Menge der Terminals ist N = fa; b; gg. Rechts ist durch die fett gezeichneten Kanten ein
minimaler Steiner-Baum gegeben, der die Knoten d; e; h als Steiner-Knoten verwendet und
Kosten 8 hat.

Ein Spezialfall des Problems SteinerTree ergibt sich, wenn N = V ist. In diesem Fall
ist der Steiner-Baum ein Spannbaum des Graphen. Der minimale Steiner-Baum kann also
eÆzient mit einem Algorithmus f�ur minimale Spannb�aume berechnet werden. Ein anderer
Spezialfall ergibt sich, wenn N genau 2 Knoten enth�alt. Dann ist der Steiner-Baum gerade
ein Pfad zwischen diesen beiden Knoten. Der minimale Steiner-Baum kann dann mit einem
Algorithmus f�ur k�urzeste Pfade (z.B. Dijkstra) berechnet werden.

Im allgemeinen ist das Problem SteinerTree aber NP-schwer (sogar wenn alle Kan-
ten Gewicht 1 haben) und es ist daher kein polynomieller Algorithmus bekannt, der einen
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Abbildung 2.3: Beispiel einer Instanz von SteinerTree und eines minimalen Steiner-Baums

Algorithmus Distanz-Heuristik

Eingabe: zshgd. ungerichteter Graph G = (V;E) mit Kantengewichten c : E ! R,
Menge N � V von Terminals

Ausgabe: Steinerbaum T = (V 0; E0)

1. konstruiere Distanzgraph G0 = (N;E0);
2. berechne minimalen Spannbaum M 0 in G0;
3. bestimme Teilgraph T 0 von G, indem jede Kante fu; vg des Spannbaums M durch

den zugeh�origen k�urzesten Pfad von u nach v in G ersetzt wird;
4. berechne minimalen Spannbaum M im von V (T 0) induzierten Teilgraphen von G;
5. entferne wiederholt Steiner-Knoten mit Grad 1 aus M , so lange m�oglich;
6. return M

Abbildung 2.4: Die Distanz-Heuristik zur Berechnung von Steiner-B�aumen

minimalen Steiner-Baum berechnet. Ferner ist bekannt, dass es kein Approximationsschema
f�ur SteinerTree geben kann, es sei denn P = NP . (Ein Approximationsschema ist ein
Algorithmus, der f�ur jedes " > 0 eine (1 + ")-Approximation berechnet, wobei die Laufzeit
f�ur jedes konstante " > 0 polynomiell sein muss.)

Wir werden im Folgenden einen 2-Approximationsalgorithmus f�ur das Problem Steiner-

Tree kennen lernen.

2.2.2 Die Distanz-Heuristik

Die Grundidee des Algorithmus ist, das Steiner-Problem auf das Problem der Berechnung
eines minimalen Spannbaums zur�uckzuf�uhren. Dazu transformieren wir den gegebenen Gra-
phen G = (V;E) in einen neuen Graphen G0 = (N;F ), der als Knoten nur die Terminals
enth�alt und in dem je zwei Knoten durch eine Kante verbunden sind, deren Kostenwert der
L�ange eines k�urzesten Pfades zwischen den Knoten in G entspricht. Ein minimaler Spann-
baum in G0 kann dann in einen Steiner-Baum in G transformiert werden. Der Algorithmus
ist in Abb. 2.4 skizziert. Im Folgenden besprechen wir die einzelnen Schritte im Detail.
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Abbildung 2.6: Der Graph T 0.

Beschreibung des Algorithmus

In Schritt 1 wird der sogenannte Distanz-Graph von G erzeugt. F�ur zwei Knoten u und v des
Graphen G bezeichnen wir mit d(u; v) die L�ange eines k�urzesten Pfades von u nach v in G.
Die L�ange eines Pfades von u nach v ist hierbei gleich der Summe der Kosten c(e) f�ur alle
Kanten des Pfades. Der Distanz-Graph G0 = (N;F ) von G enth�alt dann alle Kanten fu; vg
mit u; v 2 N , u 6= v. Das heisst, G0 ist ein vollst�andiger Graph. Das Gewicht der Kante fu; vg
in G0 wird auf c0(u; v) = d(u; v) gesetzt. F�ur das Beispiel aus Abb. 2.3 ist der Graph G0 in
Abb. 2.5 abgebildet.

In Schritt 2 wird ein minimaler SpannbaumM 0 inG0 berechnet. Ein minimaler Spannbaum
f�ur unser Beispiel ist in Abb. 2.5 durch die fett gezeichneten Kanten markiert.

In Schritt 3 wird ein Teilgraph T 0 von G erzeugt, indem man mit dem leeren Graphen
beginnt und f�ur jede Kante von M 0 den entsprechenden k�urzesten Pfad in G hinzuf�ugt. In
unserem Beispiel k�onnen wir f�ur die Kante fa; bg von M 0 den Pfad a-e-d-b w�ahlen und f�ur
die Kante fb; gg den Pfad b-g. Der erhaltene Graph T 0 ist in Abb. 2.6 zu sehen.

In Schritt 4 betrachten wir den von V (T 0) induzierten Teilgraphen von G und berechnen
darin einen minimalen Spannbaum M . (Man k�onnte alternativ auch einen minimalen Spann-
baum M direkt in T 0 berechnen, ohne die Approximationsrate zu verschlechtern, aber durch
die Betrachtung zus�atzlicher Kanten kann in manchen F�allen ein besseres Ergebnis erzielt
werden.) Da M alle Knoten aus N enth�alt, ist M ein Steiner-Baum. Der von V (T 0) induzier-
te Teilgraph von G und ein minimaler Spannbaum darin sind f�ur unser Beispiel in Abb. 2.7
dargestellt.

Schliesslich werden in Schritt 5 Steinerknoten (also Knoten aus V (M)nN) ausM entfernt,
die Grad 1 haben. Solche Knoten sind Bl�atter des BaumesM , undM bleibt daher ein Steiner-
Baum, wenn sie entfernt werden. Durch diesen Schritt k�onnen die Kosten des Steiner-Baums
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Abbildung 2.7: Der von V (T 0) induzierte Teilgraph von G.

nur kleiner werden. In unserem Beispiel (Abb. 2.7) gibt es keine Steiner-Knoten mit Grad 1,
der in Abb. 2.7 markierte Baum ist also der Steiner-Baum, den der Algorithmus f�ur dieses
Beispiel ausgibt. Wir stellen fest, dass dieser Baum Kosten 9 hat und daher nicht optimal ist.
Der minimale Steiner-Baum war ja in Abb. 2.3 dargestellt und hatte Kosten 8.

Laufzeit des Algorithmus

Sei n = jV j und m = jEj. Der Algorithmus kann mit Laufzeit O(jN j(n log n+m)) implemen-
tiert werden. In Schritt 1 muss von jedem der jN j Terminals aus der k�urzeste Pfad zu allen
anderen Terminals berechnet werden. Dies kann man erledigen, indem man den Algorithmus
von Dijkstra nacheinander mit jedem Terminal als Startknoten aufruft. Das sind insgesamt
jN j Aufrufe des Dijkstra-Algorithmus, und jeder Aufruf ben�otigt bei einer eÆzienten Imple-
mentierung des Dijkstra-Algorithmus Zeit O(n log n+m).

In Schritt 2 wird ein minimaler Spannbaum M 0 in G0 berechnet. G0 hat jN j Knoten und�jN j
2

�
= O(n2) Kanten. Der Prim-Algorithmus f�ur minimale Spannb�aume, der f�ur Graphen

mit n Knoten und m Kanten Zeit O(n log n+m) braucht, l�auft daher f�ur G0 in Zeit O(jN j2).
In Schritt 3 muss jede der jN j�1 Kanten inM 0 durch einen Pfad inG, der L�ange h�ochstens

n� 1 hat, ersetzt werden. Dies braucht h�ochstens O(jN jn) Zeit.
In Schritt 4 wird der von V (T 0) induzierte Teilgraph bestimmt und darin ein minimaler

Spannbaum M berechnet. Das geht in Zeit O(n log n+m).

Zum Schluss werden in Schritt 5 noch Steiner-Knoten mit Grad 1 aus M entfernt. Wenn
wir bei jedem Knoten seinen Grad im Steinerbaum speichern und wenn wir alle Steiner-
Knoten mit Grad 1 in einer Liste verwalten, kann dieser Schritt in Zeit O(n) implementiert
werden.

Die Gesamtlaufzeit des Algorithmus ergibt sich damit zu O(jN j(n log n+m)).

Analyse der Approximationsrate

Bezeichne mit OPT die Kosten des minimalen Steiner-Baums. Wir wollen zeigen, dass der
vorgestellte Algorithmus Approximationsrate 2 hat. Dazu beweisen wir die folgenden beiden
Behauptungen:

(a) Sei W 0 das Gesamtgewicht des minimalen Spannbaums M 0 von G0. Dann gilt W 0 ��
2� 2

jN j

�
OPT .
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Abbildung 2.8: Der gepunktete Pfad l�auft einmal um den Steiner-Baum herum.

(b) Das Gesamtgewicht (die Kosten) des vom Algorithmus berechneten Steiner-Baumes ist
h�ochstens W 0.

Zuerst beweisen wir (a). Dazu nehmen wir an, dass wir einen minimalen Steiner-Baum T
mit Gewicht OPT gegeben haben. Nun stellen wir uns T als Baum in der Ebene gezeichnet
vor und betrachten den Pfad, der bei einem beliebigen Knoten in N startet und einmal \um
den Baum T herum" l�auft, d.h. jede Kante von T genau zweimal verwendet. Dieser Pfad ist
nicht einfach, da er Knoten und Kanten mehrfach verwendet. F�ur den minimalen Steiner-
Baum unseres Beispiels ist ein solcher Pfad \um den Baum herum" in Abb. 2.8 gepunktet
eingezeichnet. Der Pfad beginnt und endet bei dem Knoten b.

Nennen wir diesen Pfad p. Die Summe der Kantengewichte aller Kanten auf p ist 2OPT ,
da jede Kante von T genau zweimal enthalten ist. Nun zerschneiden wir den Pfad p an all
den Stellen, wo ein Knoten aus N zum ersten Mal erreicht wird. Im Beispiel erhalten wir
damit die Pfadst�ucke b-d-e-a, a-e-d-h-g und g-h-d-b. Allgemein erhalten wir immer genau jN j
Pfadst�ucke. Nun streichen wir dasjenige Pfadst�uck mit dem gr�ossten Gewicht. Da sich die
Gewichte der jN j Pfadst�ucke zu 2OPT aufsummieren, hat das teuerste Pfadst�uck Gewicht
mindestens 2

jN jOPT . Das Gesamtgewicht der verbleibenden jN j � 1 Pfadst�ucke ist somit

h�ochstens
�
2� 2

jN j

�
OPT . Im Beispiel haben zwei der drei Pfadst�ucke Gewicht 6, wir k�onnen

dann ein beliebiges dieser beiden Pfadst�ucke entfernen.
Die jN j � 1 verbleibenden Pfadst�ucke laufen jeweils von einem Knoten in N zu einem an-

deren Knoten in N , wobei an jedem Knoten h�ochstens ein Pfadst�uck beginnt und h�ochstens
eines endet. Wenn wir zu jedem Pfadst�uck die entsprechende Kante im Distanz-Graphen G0

betrachten (deren Gewicht ausserdem h�ochstens so gross ist wie das Gewicht des Pfadst�ucks),
dann bilden diese jN j � 1 Kanten einen einfachen Pfad, der alle Knoten in N genau ein-
mal besucht. Dieser Pfad ist insbesondere ein Spannbaum von G0 mit Gewicht h�ochstens�
2� 2

jN j

�
OPT . Somit hat der minimale Spannbaum von G0 ebenfalls Gewicht h�ochstens�

2� 2
jN j

�
OPT . Damit haben wir (a) bewiesen.

Es bleibt noch (b) zu zeigen. In Schritt 3 ersetzt der Algorithmus jede Kante des minima-
len SpannbaumsM 0 von G0 durch den zugeh�origen k�urzesten Pfad in G, um einen Teilgraphen
T 0 von G zu erhalten. W�aren die k�urzesten Pfade alle kantendisjunkt, so w�are das Gewicht
von T 0 gleich dem Gewicht von M 0. Wenn manche der k�urzesten Pfade Kanten gemeinsam
haben, so wird das Gewicht von T 0 h�ochstens kleiner. Es folgt also, dass das Gewicht von T 0

h�ochstens gleich dem Gewicht von M 0 ist. Das Gewicht eines minimalen Spannbaums M in
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T 0 ist nat�urlich h�ochstens so gross wie das Gewicht von T 0. Wenn wir f�ur die Berechnung des
minimalen Spannbaums M noch weitere Kanten zulassen (wir nehmen ja den von V (T 0) in-
duzierten Teilgraphen) und am Ende auch noch eventuell Steiner-Knoten mit Grad 1 l�oschen,
so kann ebenfalls das Gewicht h�ochstens kleiner werden. Damit ist auch (b) gezeigt.

Satz 2.2 Der Algorithmus aus Abb. 2.4 berechnet in Zeit O(jN j(n log n+m)) einen Steiner-

Baum mit Kosten h�ochstens
�
2� 2

jN j

�
OPT. Die Approximationsrate des Algorithmus ist�

2� 2
jN j

�
< 2.

Dieser Algorithmus geht auf Takahashi und Matsuyama zur�uck [TM80]. Kurt Mehlhorn
hat eine Modi�kation des Algorithmus gefunden, die dieselbe Approximationsrate erzielt, aber
in Zeit O(n logn+m) implementiert werden kann [Meh88].

2.2.3 Bemerkungen

In den letzten 10 Jahren wurden neue Approximationsalgorithmen gefunden, deren Appro-
ximationsraten immer besser wurden: 1.834, 1.734, 1.694, 1.667, 1.644, 1.598. Der beste be-
kannte Approximationsalgorithmus hat Approximationsrate 1+ 1

2 ln 3 � 1:55 und stammt von
G. Robins und A. Zelikovsky [RZ00]. Eine wichtige Grundidee bei diesen verbesserten Algo-
rithmen ist, Steinerb�aume f�ur Teilmengen der Terminals zu betrachten, die jeweils h�ochstens k
Terminals enthalten. Dabei treten die Terminals in diesen Teil-Steinerb�aumen nur als Bl�atter
auf.

Ein anderer Algorithmus, der in der Praxis oft sehr gut funktioniert, ist die iterierte 1-
Steiner-Heuristik (I1S) [KR95]. Sie startet mit einer leeren Menge S = ; von erzwungenen
Steiner-Knoten und berechnet dann zuerst mittels der Distanz-Heuristik einen Steinerbaum
T f�ur die Menge N [ S = N von Terminals. Dann wird f�ur jeden Knoten v 2 V n (N [ S)
getestet, ob der von der Distanz-Heuristik berechnete Steinerbaum TN[S[fvg f�ur die Menge
N [S[fvg von Terminals g�unstiger ist als T . Ist das der Fall, so wird derjenige Knoten v, der
zu dem g�unstigsten Steinerbaum gef�uhrt hat, in die Menge S aufgenommen, d.h. man setzt
S := S [ fvg. Der korrespondierende Steinerbaum TN[S (f�ur die neue Menge S) wird dann
zum aktuellen Steinerbaum. Dies wiederholt sich, bis es keinen Knoten v mehr gibt, so dass
die Distanz-Heuristik f�ur die Menge N [S[fvg einen g�unstigeren Steinerbaum berechnet als
den aktuellen Steinerbaum. Nach jeder Iteration werden ausserdem Steiner-Knoten in S, die
im aktuellen Steinerbaum Grad 1 oder 2 haben, aus S entfernt. Am Ende wird der aktuelle
Steinerbaum ausgegeben.
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Kapitel 3

K�urzeste Wege, Spanner und

Netzwerkdesign

Version 1.01 vom 11.11.2002

Der Begri� Netzwerkdesign steht f�ur eine Reihe von Problemstellungen, die sich beim Ent-
wurf von Kommunikationsnetzen ergeben. Allgemein ist es dabei meistens das Ziel, ein ko-
steng�unstiges Netz zu entwerfen (d.h. unter anderem die Topologie und das Routing fest-
zulegen), das die (oft gesch�atzten) Verkehrsanforderungen gut erf�ullen kann. Je nach der
konkreten Anwendung (abh�angig von der gew�ahlten Netzwerk-Architektur, den zu verwen-
denden Protokollen, Kundenw�unschen, etc.) k�onnen die sich ergebenden Problemstellungen
im Detail stark voneinander abweichen. Es gibt daher kein einzelnes Problem, das man \das
Netzwerkdesign-Problem" nennen k�onnte, sondern eine Vielzahl verwandter Probleme, die al-
le unter dem Begri� Netzwerkdesign zusammengefasst werden. In diesem Kapitel wollen wir
uns mit zwei konkreten Problemen aus dem Netzwerkdesign besch�aftigen. Dazu ben�otigen
wir Algorithmen zur Berechnung von K�urzeste-Wege-B�aumen, von angen�aherten K�urzeste-
Wege-B�aumen und von Spanners als Unterroutinen. Deshalb werden wir zuerst Algorithmen
f�ur diese Probleme kennen lernen.

3.1 Berechnung k�urzester Wege in Graphen

Es sei ein gerichteter Graph G = (V;E) mit jV j = n Knoten, jEj = m Kanten und positiven
Kantengewichten c : E ! R

+ gegeben. Wir interessieren uns f�ur das Problem, f�ur einen
Startknoten s 2 V die k�urzesten Wege (Pfade) zu allen anderen Knoten in V zu berechnen.
Wir werden sehen, dass dieses Problem eÆzient mit dem Algorithmus von Dijkstra gel�ost
werden kann. Anwendungen f�ur dieses Problem �nden sich beispielsweise beim Routing in
Kommunikationsnetzen oder bei der Wegewahl in Navigationssystemen.

Wir nehmen an, dass alle anderen Knoten von s aus erreichbar sind (zu Knoten, die
nicht �uber einen Pfad erreichbar sind, kann es auch keinen k�urzesten Pfad geben). Die L�ange
(Summe der Kantengewichte) eines k�urzesten Pfades vom Startknoten s zu einem Knoten w
nennt man auch den Abstand von s zu w.

Weiterhin bezeichne from [v] f�ur alle Knoten v 6= s den letzten Knoten vor v auf einem
k�urzesten Pfad von s zu v. Die Kanten (from [v]; v) f�ur alle Knoten v 2 V n fsg ergeben
zusammen einen K�urzeste-Wege-Baum, d.h. einen Baum mit Wurzel s, in dem k�urzeste Pfade
von s zu allen anderen Knoten enthalten sind. Ein Beispielgraph und ein zugeh�origer K�urzeste-
Wege-Baum sind in Abb. 3.1 zu sehen.
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Abbildung 3.1: Beispiel eines K�urzeste-Wege-Baums

Die Hauptidee beim Algorithmus von Dijkstra (siehe Abb. 3.2) ist, die k�urzesten Pfade
in Reihenfolge aufsteigender L�ange zu berechnen. Der Algorithmus berechnet dabei f�ur jeden
Knoten w einen Wert dist [w], der die L�ange eines k�urzesten Pfades vom Startknoten s zu w
angibt, und einen Knoten from [w] (ausser f�ur w = s), der den letzten Knoten vor w auf einem
k�urzesten Pfad von s nach w angibt. Aus den from-Werten lassen sich dann die k�urzesten
Pfade leicht konstruieren.

Der Algorithmus markiert einen Knoten v mittels ready [v] = true als erledigt, falls bereits
ein k�urzester Pfad zu v bestimmt wurde, d.h. falls die dist- und from-Werte f�ur v bereits
korrekt sind und nicht mehr ver�andert werden. Bei der Initialisierung wird ready [s] auf true
gesetzt und dist [s] auf 0. Alle anderen Knoten erhalten ready [v] =false und dist [v] =1. Alle
Knoten, die von einem erledigten Knoten aus �uber eine Kante erreichbar sind, werden in einer
Priorit�atswarteschlange Q gespeichert (siehe Kapitel 2.1), wobei f�ur jeden Knoten v 2 Q gilt:

� dist [v] ist die L�ange eines k�urzesten Pfades von s nach v unter allen Pfaden, die ausser
v nur erledigte Knoten (d.h. Knoten w mit ready [w] = true) besuchen.

� from [v] ist der letzte Knoten vor v auf einem solchen Pfad.

� Die Priorit�at des Knotens v ist gleich dist [v].

Zu Anfang sind nur die Nachbarn von s �uber eine Kante von einem erledigten Knoten er-
reichbar. Daher werden alle Nachbarn (Knoten am anderen Ende von ausgehenden Kanten)
von s in die Priorit�atswarteschlange eingef�ugt und ihre Werte entsprechend initialisiert.

Dann wird in jedem Schritt ein zus�atzlicher Knoten v erledigt. Dabei ist v immer der
Knoten mit der kleinsten Priorit�at in Q, der mittels einer DeleteMin-Operation gefunden
wird. Es ist leicht zu sehen, dass der Wert dist [v] zu diesem Zeitpunkt bereits den richtigen
Wert hat. Nachdem v mit ready [v] =true als erledigt markiert wurde, m�ussen die Nachbarn
von v ggf. aktualisiert werden: Ein Nachbar w von v, der bisher noch �uberhaupt nicht erreicht
wurde, muss mit Priorit�at dist [v] + c(v; w) in Q eingef�ugt werden. F�ur einen Nachbarn w von
v, der mit einer Priorit�at gr�osser als dist [v]+ c(v; w) in Q enthalten ist, muss die Priorit�at auf
dist [v] + c(v; w) erniedrigt werden, da jetzt �uber v ein k�urzerer Pfad nach w gefunden wurde.
Nach n� 1 Schritten ist der Algorithmus beendet.

Die Laufzeitanalyse des Algorithmus ist v�ollig analog zum Algorithmus von Prim f�ur
minimale Spannb�aume, da sich die beiden Algorithmen lediglich durch die Priorit�atszuweisung
f�ur Knoten in Q unterscheiden. Bei Verwendung einer mit Fibonacci-Heaps implementierten
Priorit�atswarteschlange ergibt sich daher wieder eine Gesamtlaufzeit von O(n log n+m).

Die Korrektheit des Algorithmus von Dijkstra l�asst sich leicht durch Induktion zeigen,
indem man beweist, dass nach k < n Schritten des Algorithmus die k Knoten mit kleinsten
Abst�anden von s richtig berechnet wurden.
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Algorithmus von Dijkstra

Eingabe: gerichteter Graph G = (V;E) mit Kantengewichten c : E ! R
+ und

Startknoten s 2 V
Ausgabe: k�urzeste Pfade von s zu allen von s erreichbaren Knoten

(gegeben durch dist und from)

ready [s] := true;
ready [v] := false f�ur alle v 2 V n fsg;
dist [s] := 0;
dist [v] :=1 f�ur alle v 2 V n fsg;
p queue Q; f Priority-Queue f�ur Knoten g
for alle ausgehenden Kanten e = (s; v) von s do

from [v] := s;
dist [v] := c(e);
Q.Insert(v,dist [v]);

od;
while Q ist nicht leer do

v := Q.DeleteMin();
ready [v] := true;
for alle ausgehenden Kanten e = (v; w) von v do

if w 2 Q und dist [v] + c(e) < dist [w] then
from [w] := v;
dist [w] := dist [v] + c(e);
Q.DecreasePriority(w,dist [w]);

else if w =2 Q und ready [w] = false then
from [w] := v;
dist [w] := dist [v] + c(e);
Q.Insert(w,dist [w]);

�;
od;

od;

Abbildung 3.2: Der Algorithmus von Dijkstra f�ur k�urzeste Wege

Der Algorithmus von Dijkstra ist auch auf ungerichtete Graphen anwendbar. Man betrach-
tet dazu bei jedem Knoten statt der ausgehenden Kanten einfach alle inzidenten Kanten.

3.2 Leichte angen�aherte K�urzeste-Wege-B�aume

In diesem Abschnitt besch�aftigen wir uns mit der Berechnung von Spannb�aumen eines Gra-
phen, die die Eigenschaften von minimalen Spannb�aumen und von K�urzeste-Wege-B�aumen
in gewissem Sinne vereinen.

Sei ein ungerichteter Graph G = (V;E) mit Kantengewichten (Kosten) c : E ! R
+

gegeben. Im Hinblick auf Anwendungen beim Netzwerkdesign stellen wir uns dabei vor, dass
V die Menge der Knoten ist, die wir vernetzen wollen, und dass die Kanten in E alle Links
sind, die wir potentiell verwenden k�onnten. Das Gewicht c(e) einer Kante e gibt dabei die
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Algorithmus: Pr�aordernummerierung

Eingabe: Baum T = (V;E) mit Wurzel s 2 V
Ausgabe: Pr�aordernummern num[v] f�ur alle v 2 V

procedure preorder(node v)
begin

num[v] := i; i++;
for alle Kinder w von v do

preorder(w);
od

end

i := 1;
preorder(s);

Abbildung 3.3: Berechnung der Pr�aordernummerierung eines Baumes

Kosten an, die die Verwendung des Links e mit sich bringen w�urde.

Sei ferner ein Knoten s 2 V ausgezeichnet. Bei der Anwendung auf Netzwerkdesign-
Probleme sollen mit diesem Knoten s 2 V alle anderen Knoten verbunden werden.

Wir erinnern uns, dass ein minimaler Spannbaum von G ein Spannbaum von G ist, f�ur den
die Summe der Kantengewichte minimal ist. Bezeichne mit TM (G) einen minimalen Spann-
baum von G und mit c(TM (G)) sein Gewicht. Ein K�urzester-Wege-Baum f�ur G und s ist ein
Spannbaum von G, so dass f�ur jeden Knoten v 2 V die L�ange des Pfades von s nach v in
dem Baum gleich der L�ange eines k�urzesten Pfades von s nach v in G ist. Hierbei ist die
L�ange eines Pfades als die Summe der Gewichte aller Kanten auf dem Pfad de�niert. Wir
bezeichnen die L�ange des k�urzesten Pfades von s nach v in G mit dG(s; v). Sowohl minimale
Spannb�aume als auch K�urzeste-Wege-B�aume k�onnen eÆzient (z.B. in Zeit O(n logn +m))
berechnet werden, wie wir in Kapitel 2.1 und 3.1 gesehen haben.

Nun interessieren wir uns f�ur einen Spannbaum, der die Qualit�aten eines minimalen Spann-
baums und eines K�urzeste-Wege-Baums n�aherungsweise miteinander vereint. F�ur gegebene
Parameter � � 1 und � � 1 nennen wir einen Spannbaum T von G einen (�; �)-leichten an-

gen�aherten K�urzeste-Wege-Baum (kurz (�; �)-LAST, wegen engl. light approximate shortest-

paths tree), wenn

1. f�ur jeden Knoten v 2 V die L�ange des Pfades von s nach v in T , bezeichnet mit dT (s; v),
h�ochstens �dG(s; v) ist, und

2. das Gesamtgewicht c(T ) aller Kanten von T h�ochstens �c(TM (G)) ist, wobei TM (G) ein
minimaler Spannbaum von G ist.

Unser Ziel ist, einen Algorithmus zu �nden, der f�ur m�oglichst kleine Werte von � und �
eÆzient einen (�; �)-LAST berechnet.

3.2.1 Die Pr�aordernummerierung von B�aumen

Der Algorithmus macht starken Gebrauch von einer Pr�aordernummerierung des minimalen
Spannbaums. Die Pr�aordernummerierung eines Baumes ist wie folgt de�niert. Sei ein Baum
mit n Knoten gegeben und sei ein Knoten als Wurzel des Baumes ausgezeichnet. (Dadurch hat
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Abbildung 3.4: Beispiel f�ur Pr�aordernummerierung eines Baumes

jeder Knoten ungleich der Wurzel einen eindeutigen Vaterknoten, und seine anderen adjazen-
ten Knoten sind seine Kinder.) Eine Pr�aordernummerierung des Baumes ist eine bijektive Zu-
ordnung der Zahlen 1; 2; : : : ; n zu den Knoten des Baumes in der Reihenfolge, wie die Knoten
in einem bei der Wurzel beginnenden Pr�aorderdurchlauf besucht werden. Ein Pr�aorderdurch-
lauf ist ein Durchlauf des Baumes, bei dem nach dem Besuch eines Knotens nacheinander
Pr�aorderdurchl�aufe in den an seinen Kindern gewurzelten Teilb�aumen durchgef�uhrt werden.
Ein einfacher rekursiver Algorithmus zur Pr�aordernummerierung eines Baumes ist in Abb. 3.3
dargestellt. Der Algorithmus verwendet die rekursive Prozedur \preorder", die im Hauptpro-
gramm f�ur die Wurzel aufgerufen wird. Die globale Variable i speichert jeweils die n�achste zu
vergebende Nummer. F�ur ein Beispiel ist in Abb. 3.4 eine m�ogliche Pr�aordernummerierung
dargestellt.

Zun�achst ben�otigen wir das folgende Lemma �uber Spannb�aume von G.

Lemma 3.1 Sei T ein Spannbaum von G. Betrachte s als die Wurzel von T . Wenn z0, z1,
. . . , zk beliebige k+1 verschiedene Knoten von T in Reihenfolge aufsteigender Pr�aordernum-

mern sind, dann gilt

kX
i=1

dT (zi�1; zi) � 2c(T ) :

Beweis. Betrachte den (nicht einfachen) Weg w, den ein Pr�aorderdurchlauf durch T zur�uck-
legt. Dieser Weg beginnt und endet bei der Wurzel s und durchl�auft jede Kante des Baums
genau zweimal, einmal abw�arts und einmal aufw�arts. In Abb. 3.4 ist dieser Weg durch die
gepunktete Linie angedeutet. Die Summe der Kantengewichte auf dem Weg w ist o�ensicht-
lich 2c(T ).

F�ur jedes i, 1 � i � k, enth�alt der Weg w einen Teilpfad vom ersten Vorkommen von
zi�1 bis zum ersten Vorkommen von zi. Die L�ange dieses Teilpfads von w ist mindestens
dT (zi�1; zi). Ausserdem sind alle k solchen Teilpfade disjunkte Teile von w, da die Knoten
zi in Reihenfolge aufsteigender Pr�aordernummern gegeben sind. Damit folgt die behauptete
Ungleichung. ut
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Algorithmus: (�; �)-LAST

Eingabe: zshgd. ungerichteter Graph G = (V;E), ausgezeichneter Knoten s 2 V ,
Kantengewichte c : E ! R

+ , Werte �; � mit � > 1 und � = 1 + 2
��1

Ausgabe: (�; �)-LAST T

1. berechne minimalen Spannbaum TM von G;
2. berechne k�urzeste Pfade von s zu allen anderen Knoten in G;
3. berechne Pr�aordernummerierung von TM mit s als Wurzel;
4. H := TM ;
for alle Knoten v 2 V in Reihenfolge aufsteigender Pr�aordernummern do

berechne k�urzesten Pfad p von s nach v in H;
if c(p) > �dG(s; v) then

f�uge einen k�urzesten Pfad von s nach v in G in den Graphen H ein;
�

od

5. berechne in H einen K�urzeste-Wege-Baum T mit Startknoten s;
6. return T ;

Abbildung 3.5: Algorithmus f�ur die Berechnung eines (�; �)-LAST

3.2.2 Die Berechnung eines LAST

Ein Algorithmus zur Berechnung eines (�; �)-LAST ist in Abb. 3.5 angegeben. Der Algorith-
mus berechnet zuerst einen minimalen Spannbaum TM von G und einen K�urzeste-Wege-Baum
mit Startknoten s. Ausgehend von TM erzeugt der Algorithmus einen Teilgraphen H von G,
in dem jeder Knoten v Abstand h�ochstens �dG(s; v) von s hat. Dazu pr�uft er f�ur jeden Knoten
v nach, ob diese Bedingung bereits erf�ullt ist, und f�ugt, falls nicht, einfach alle Kanten eines
k�urzesten Pfads von s nach v in G in den Graphen H ein. Am Ende wird ein K�urzeste-Wege-
Baum T in H berechnet und zur�uckgeliefert. Der Parameter � > 1 kann dem Algorithmus
vorgegeben werden, der Parameter � ergibt sich dann zu 1 + 2

��1 . Je n�aher � also an 1 liegt,
desto gr�osser wird der Wert von �.

Es ist klar, dass der Algorithmus einen Baum T liefert, in dem f�ur jeden Knoten v die
Bedingung dT (s; v) � �dG(s; v) gilt: der Graph H enth�alt ja nach Konstruktion einen Pfad
von s nach v mit L�ange h�ochstens �dG(s; v), und wir berechnen am Ende inH einen K�urzeste-
Wege-Baum mit Startknoten s.

Somit m�ussen wir nur noch beweisen, dass c(T ) � �c(TM ) gilt. Wir zeigen, dass sogar
c(H) � �c(TM ) gilt. Da T ein Teilgraph von H ist, folgt daraus die Behauptung.

Seien dazu z1; z2; : : : ; zk diejenigen Knoten, f�ur die bei Ausf�uhrung des Algorithmus in
Abb. 3.5 in Schritt 4 die if-Bedingung erf�ullt war, f�ur die also alle Kanten eines k�urzesten
Pfades zu H hinzugef�ugt wurden. Ferner w�ahlen wir z0 = s. Da die Knoten in Schritt 4
in Reihenfolge aufsteigender Pr�aordernummern bearbeitet werden, ist Lemma 3.1 auf die so
de�nierten Knoten z0; z1; : : : ; zk anwendbar. Daher erhalten wir:

kX
i=1

dTM (zi�1; zi) � 2c(TM ) (3.1)

Als der Algorithmus in Schritt 4 den Knoten zi bearbeitete (i = 1; 2; : : : ; k), enthielt H auf
jeden Fall den Pfad von s nach zi, der aus dem k�urzesten Pfad von s nach zi�1 in G und dem
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Pfad von zi�1 nach zi in TM besteht. Dieser Pfad hat L�ange dG(s; zi�1) + dTM (zi�1; zi). Da
der k�urzeste Pfad von s nach zi in H zu diesem Zeitpunkt l�anger als �dG(s; zi) war (sonst
w�are die if-Bedingung nicht erf�ullt gewesen), muss also gelten:

dG(s; zi�1) + dTM (zi�1; zi) > �dG(s; zi)

Dies k�onnen wir zu �dG(s; zi) � dG(s; zi�1) < dTM (zi�1; zi) umformen. Wenn wir diese
Ungleichungen f�ur i = 1; 2; : : : ; k aufsummieren, erhalten wir (unter Ber�ucksichtigung von
dG(s; z0) = 0):

�dG(s; z1)� dG(s; z0) < dTM (z0; z1)
�dG(s; z2)� dG(s; z1) < dTM (z1; z2)

...
�dG(s; zk)� dG(s; zk�1) < dTM (zk�1; zk)

�dG(s; zk) +
Pk�1

i=1 (�� 1)dG(s; zi) <
Pk

i=1 dTM (zi�1; zi)

Mit der Ungleichung (3.1) und der Absch�atzung (� � 1)dG(s; zk) � �dG(s; zk) erhalten wir
daraus (�� 1)

Pk
i=1 dG(s; zi) < 2c(TM ) bzw. nach Umformung

kX
i=1

dG(s; zi) <
2

�� 1
c(TM ) :

Da nach Konstruktion des Algorithmus c(H) � c(TM ) +
Pk

i=1 dG(s; zi) gilt, folgt c(H) �
(1 + 2

��1)c(TM ). Damit ist der Beweis abgeschlossen und wir erhalten den folgenden Satz.

Satz 3.2 Sei � > 1 und � = 1+ 2
��1 . Der Algorithmus aus Abb. 3.5 berechnet in polynomieller

Zeit einen (�; �)-LAST, d.h. einen Spannbaum T mit dT (s; v) � �dG(s; v) f�ur alle v 2 V und

c(T ) � �c(TM (G)).
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Version 1.0 vom 19.11.2000

Algorithmus: Greedy-Spanner

Eingabe: zshgd. Graph G = (V;E) mit Kantengewichten c : E ! R
+ , Parameter t > 1

Ausgabe: zshgd. Teilgraph H = (V;E0) von G

sortiere die Kanten in E = fe1; e2; : : : ; emg so, dass c(e1) � c(e2) � � � � � c(em) gilt;
E0 := ;;
H := (V;E0);
for i = 1 to m do

// sei ei = fu; vg
if dH(u; v) > t � c(fu; vg) then

E0 := E0 [ feig;
H := (V;E0);

�

od;
return H;

Abbildung 3.6: Algorithmus zur Konstruktion eines t-Spanners

3.3 Spanner

Ein (�; �)-LAST in einem Graphen enth�alt f�ur einen bestimmten Knoten Wege zu allen
anderen Knoten, die nicht viel l�anger als die k�urzesten Wege im Ursprungsgraphen sind. Im
Unterschied dazu wollen wir nun einen Teilgraphen �nden, in dem die Wege f�ur alle Paare
von Knoten nicht viel l�anger als im Ursprungsgraphen sind.

Sei G = (V;E) ein ungerichteter zusammenh�angender Graph mit Kantengewichten c :
E ! R

+ . Bezeichne mit dG(u; v) die L�ange eines k�urzesten Pfades (bez�uglich der Kantenge-
wichte c(e)) von u nach v in G. Sei H = (V;E0) ein zusammenh�angender Teilgraph von G,
der alle Knoten von G enth�alt (solche Teilgraphen nennt man auch spannende Teilgraphen).
Bezeichne mit dH(u; v) die L�ange eines k�urzesten Pfades (bez�uglich der Kantengewichte c(e))
von u nach v in H. De�niere

Stretch(H) = max
u;v2V

dH(u; v)

dG(u; v)
:

Somit gibt Stretch(H) an, um welchen Faktor der k�urzeste Pfad zwischen zwei Knoten in H
h�ochstens l�anger sein kann als in G. Wenn Stretch(H) � t f�ur ein t � 1 gilt, so nennen wir H
einen t-Spanner von G.

In Abb. 3.6 ist der Algorithmus Greedy-Spanner angegeben, der einen t-Spanner von G
berechnet. Der Algorithmus beginnt mit dem leeren GraphH und betrachtet dann alle Kanten
von G in der Reihenfolge aufsteigenden Gewichts, wobei die aktuelle Kante fu; vg immer dann
in H eingef�ugt wird, wenn der k�urzeste Pfad von u nach v in H l�anger als t � c(fu; vg) ist.
Falls in H noch gar kein Pfad von u nach v enthalten ist, so ist dH(u; v) =1 und die Kante
fu; vg wird auf jeden Fall in H eingef�ugt.

Wir bezeichnen die Summe der Gewichte aller Kanten in H wie �ublich mit c(H) und das
Gewicht eines minimalen Spannbaums in G mit MST (G). Mit dxe bezeichnen wir die kleinste
ganze Zahl, die gr�osser oder gleich x ist, und mit bxc die gr�osste ganze Zahl, die kleiner oder
gleich x ist. Die Klammern d�e bzw. b�c werden obere bzw. untere Gaussklammern genannt.
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Satz 3.3 Der Algorithmus Greedy-Spanner liefert f�ur einen Graphen G = (V;E) mit n Kno-

ten und Kantengewichten c : E ! R
+ einen Teilgraphen H, f�ur den gilt:

(a) H ist ein t-Spanner von G.

(b) H enth�alt h�ochstens n �
l
n

2
t�1

m
Kanten.

(c) F�ur jedes Æ mit 0 < Æ < minft� 1; 1g gilt c(H) � �
5 + 32t

Æ2

� � n 2+Æ
t�1�Æ �MST (G).

Der Satz liefert obere Schranken sowohl f�ur die Anzahl der Kanten von H als auch f�ur
das Gesamtgewicht aller Kanten von H. Den Beweis dieses Satzes teilen wir in eine Reihe von
Lemmas auf.

3.3.1 Analyse des Stretch-Faktors

Lemma 3.4 Der vom Algorithmus Greedy-Spanner berechnete Teilgraph H = (V;E0) ist ein
t-Spanner von G = (V;E).

Beweis. Betrachte eine Kante e = fu; vg, die in G enthalten ist, aber nicht in H. Als der
Algorithmus die Kante e bearbeitet hat, muss H bereits einen Pfad von u nach v der L�ange
h�ochstens t � c(e) enthalten haben. Also enth�alt H f�ur jede Kante e = fu; vg 2 E einen Pfad
von u nach v der L�ange h�ochstens t � c(e).

Seien x und y zwei beliebige Knoten in V und sei p ein k�urzester Pfad von x nach y in
G. Wir k�onnen jede Kante e des Pfades p durch einen Pfad der L�ange h�ochstens t � c(e) in H
ersetzen und erhalten so einen Pfad von x nach y der L�ange h�ochstens t � dG(x; y) in H. Also
gilt Stretch(H) � t. ut

Damit haben wir Teil (a) von Satz 3.3 gezeigt.

3.3.2 Analyse der Kantenzahl des Spanners

Wir ben�otigen zun�achst die folgende Aussage aus der Graphentheorie.

Lemma 3.5 Sei H ein ungerichteter Graph mit n Knoten und m Kanten, in dem jeder Kreis

aus mindestens g Kanten besteht. Dann gilt m � n �
l
n

2
g�2

m
� 2 � n1+ 2

g�2 .

Beweis. Falls m � 2n gilt, ist die Behauptung o�ensichtlich richtig. Daher nehmen wir nun
an, dass m > 2n. Sei k = bmn c + 1. Es gilt k � 3. Solange H einen Knoten mit Grad kleiner
als k enth�alt, entfernen wir diesen Knoten und alle seine inzidenten Kanten aus H. Dadurch
k�onnen nicht alle Knoten entfernt werden, weil wir beim Entfernen der ersten n� 1 Knoten
h�ochstens (n � 1)(k � 1) < m Kanten entfernen und dann ja keine Kante mehr �ubrig sein
kann, ein Widerspruch. Also bleibt ein Teilgraph H 0 von H �ubrig, in dem alle Knoten Grad
mindestens k haben.

Betrachten wir zuerst den Fall, dass g ungerade ist, g = 2d+1. Sei x ein beliebiger Knoten
in H 0 und betrachten wir alle Knoten, die von x aus �uber h�ochstens d Kanten erreicht werden
k�onnen. Diese Knoten m�ussen einen Baum bilden, da alle Kreise in H und damit auch in
H 0 aus mindestens 2d+1 Kanten bestehen (siehe Abb. 3.7, links). (Keine zwei der in diesem
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x

g = 5; k = 4

x y

g = 6; k = 4

Abbildung 3.7: B�aume im Beweis von Lemma 3.5

Baum enthaltenen Knoten k�onnen identisch sein, da H 0 sonst einen Kreis der L�ange h�ochstens
2d enthalten w�urde.) Da alle Knoten Grad mindestens k haben, muss dieser Baum mindestens

1 + k

dX
i=1

(k � 1)i�1 = 1 + k
(k � 1)d � 1

k � 2
= 1 + k

(k � 1)
g�1
2 � 1

k � 2

Knoten enthalten.
Im Fall, dass g gerade ist, g = 2d, betrachten wir eine beliebige Kante fx; yg in H 0 und

alle Knoten, die von x oder y aus �uber h�ochstens d�1 Kanten erreichbar sind. Wieder m�ussen
diese Knoten einen Baum bilden (siehe Abb. 3.7, rechts). Der Baum enth�alt mindestens

2

dX
i=1

(k � 1)i�1 = 2
(k � 1)d � 1

k � 2
= 2

(k � 1)
g
2 � 1

k � 2

Knoten.
In beiden F�allen k�onnen wir folgern, dass die Anzahl Knoten in H 0 und damit auch die

Anzahl Knoten in H gr�osser als (k � 1)
g
2
�1 ist. Also gilt:

n >
�jm

n

k� g
2
�1

Das k�onnen wir umformen zu:
n

2
g�2 >

jm
n

k

Dann gilt aber auch l
n

2
g�2

m
� m

n

und daraus folgt durch Multiplikation mit n die Behauptung des Lemmas. ut
Um das Lemma verwenden zu k�onnen, m�ussen wir eine untere Schranke f�ur die L�ange von

Kreisen in dem vom Algorithmus Greedy-Spanner berechneten t-Spanner H herleiten.

Lemma 3.6 Jeder Kreis in H besteht aus mehr als t+ 1 Kanten.

Beweis. Beweis durchWiderspruch. Nehmen wir an, es g�abe inH einen Kreis C aus h�ochstens
t+1 Kanten. Sei fu; vg die letzte Kante des Kreises, die der Algorithmus in H eingef�ugt hat.



32 KAPITEL 3. K �URZESTE WEGE, SPANNER UND NETZWERKDESIGN

Algorithmus von Kruskal

Eingabe: zshgd. Graph G = (V;E) mit Kantengewichten c : E ! R
+

Ausgabe: Spannbaum T = (V;E0) von G mit minimalem Gewicht

sortiere die Kanten in E = fe1; e2; : : : ; emg so, dass c(e1) � c(e2) � � � � � c(em) gilt;
E0 := ;;
T := (V;E0);
for i = 1 to m do

// sei ei = fu; vg
if u und v sind in verschiedenen Zusammenhangskomponenten von T then

E0 := E0 [ feig;
T := (V;E0);

�

od;
return T ;

Abbildung 3.8: Algorithmus von Kruskal

Der Rest des Kreises besteht aus h�ochstens t Kanten, deren Gewicht nicht gr�osser als das von
fu; vg ist. Also enthielt H vor dem Einf�ugen der Kante fu; vg bereits einen Pfad von u nach
v mit Gewicht h�ochstens t � c(fu; vg), ein Widerspruch zur De�nition des Algorithmus. ut

Aus Lemma 3.5 und Lemma 3.6 folgt, dass H h�ochstens n �
l
n

2
t�1

m
Kanten enth�alt. Damit

haben wir auch Teil (b) von Satz 3.3 gezeigt.

3.3.3 Analyse des Gewichts des Spanners

Nun kommen wir zum Teil (c) von Satz 3.3, dem Teil, f�ur den der Beweis am aufwendigsten
ist.

Sei T der minimale Spannbaum von G, der mit dem Algorithmus von Kruskal (siehe
Abb. 3.8) berechnet wird, wenn die Kanten in derselben Reihenfolge bearbeitet werden wie
vom Algorithmus Greedy-Spanner. (Die Korrektheit des Algorithmus von Kruskal folgt aus
Satz 2.1 aus Kapitel 2.1.) Mit E(T ) bezeichnen wir die Menge der Kanten von T , mitMST das
Gewicht von T . Die Kanten von H, dem vom Algorithmus berechneten t-Spanner, bezeichnen
wir weiterhin mit E0.

Lemma 3.7 E0 enth�alt alle Kanten des minimalen Spannbaums T , d.h. es gilt E(T ) � E0.

Den Beweis dieses Lemmas �uberlassen wir dem Leser als �Ubungsaufgabe.
Sei P die Tour, die einmal \um T herum" l�auft (vgl. Abb. 3.9, links). Anders ausgedr�uckt

ist P der Weg, den ein Pr�aorderdurchlauf durch T zur�ucklegt (vgl. Kapitel 3.2.1). Sei L die
Summe der Kantengewichte von P . Da jede Kante von T genau zweimal in P enthalten
ist, gilt L = 2 � c(T ) = 2 � MST . Wir ordnen jeden Knoten von T der Stelle auf der Tour
zu, wo der Knoten zum ersten Mal besucht wird. Damit k�onnen wir die Tour als einen Kreis
au�assen, der alle Knoten in der Reihenfolge ihrer Pr�aordernummerierung enth�alt und in dem
der Abstand zweier aufeinanderfolgender Knoten u und v gleich dT (u; v) ist (siehe Abb. 3.9,
rechts). O�ensichtlich gilt immer dP (u; v) � dT (u; v). Im Beispiel aus Abb. 3.9 gilt etwa
dP (9; 13) = 23 > 9 = dT (9; 13).
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Abbildung 3.9: Die Tour P um den minimalen Spannbaum

Wir teilen die Ausf�uhrung des Algorithmus Greedy-Spanner in log n+1 Phasen ein. Hierbei
steht logn f�ur log2 n und wir nehmen ausserdem an, dass n eine Zweierpotenz ist. (Falls n
keine Zweierpotenz ist, werden nur die Rechnungen etwas umst�andlicher, es �andert sich aber
nichts Wesentliches.)

Es ist leicht zu sehen, dass das Gewicht jeder Kante in T oder H im Intervall [0; L] liegen
muss. Wir partitionieren das Intervall [0; L] in logn+ 1 Teilintervalle:

I0 = [0;
L

n
]

Ij = (2j�1 � L
n
; 2j � L

n
] f�ur j = 1; 2; : : : ; log n

Innerhalb einer Phase bearbeitet der Algorithmus Kanten, deren Gewichte im selben Intervall
Ij liegen. F�ur 0 � j � logn de�nieren wir:

Ej = fe 2 E0 n E(T ) j c(e) 2 Ijg

Ej ist also die Menge derjenigen Kanten, die der Algorithmus in Phase j in E0 einf�ugt und die
nicht im minimalen Spannbaum T enthalten sind. Nun sch�atzen wir das Gewicht der Kanten
in den Mengen Ej ab.

Lemma 3.8 c(E0) � 2 �
l
n

2
t�1

m
�MST � 4 � n 2

t�1 �MST.

Beweis. Aus Teil (b) von Satz 3.3 wissen wir, dass E0 und damit auch E0 aus h�ochstens

n �
l
n

2
t�1

m
Kanten besteht. Jede Kante in E0 hat Gewicht h�ochstens

L
n = 2

n �MST . Also gilt

c(E0) � n �
l
n

2
t�1

m
� 2n �MST = 2 �

l
n

2
t�1

m
�MST . ut

Betrachten wir nun Ej f�ur j � 1. Sei a = 2j�1 � Ln , so dass Ij = (a; 2a]. Alle in Phase j
bearbeiteten Kanten haben ein Gewicht, das in Ij enthalten ist.

Sei ein Æ mit 0 < Æ < minft�1; 1g vorgegeben. Wir teilen den Kreis P in 2L
Æa Intervalle der

Gr�osse Æa
2 ein, indem wir an einer beliebigen Stelle einen Schnitt machen und von dort aus

um den Kreis herumlaufen und nach jeweils Æa
2 zur�uckgelegten L�angeneinheiten wieder einen
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Schnitt machen. Die resultierenden Intervalle nennen wir Cluster. In Abb. 3.9 ist eine Eintei-
lung des Kreises in Intervalle der Gr�osse 8 durch die gestrichelten Schnitte angedeutet, wobei
bei jedem Schnitt angegeben ist, in welche beiden Teile die betre�ende Kante zerschnitten
wird.

Sei nj die Anzahl der Cluster, die mindestens einen Knoten aus V enthalten. O�ensichtlich
gilt nj � 2L

Æa = 2n
Æ2j�1 . Eine Kante fu; vg nennen wir Intercluster-Kante, wenn u und v in

verschiedenen Clustern liegen. In dem Beispiel aus Abb 3.9 enthalten alle 7 Cluster Knoten
aus V . Die Cluster sind hier f1; 2; 3g, f4; 5; 6g, f7g, f8; 9g, f10; 11g, f12g und f13g.

Lemma 3.9 Jede Kante fu; vg 2 Ej ist eine Intercluster-Kante.

Beweis. Nach De�nition von Ej gilt fu; vg =2 E(T ). Betrachte den Pfad Q, der u und v in T
verbindet. Alle Kanten auf Q haben Gewicht h�ochstens c(fu; vg) (sonst w�are T kein minima-
ler Spannbaum) und wurden von Kruskal's Algorithmus und damit auch vom Algorithmus
Greedy-Spanner vor der Kante fu; vg bearbeitet. Da nach Lemma 3.7 E(T ) � E0 gilt, muss
Q bereits in H enthalten gewesen sein, als Greedy-Spanner die Kante fu; vg bearbeitet hat.
Da fu; vg 2 E0, muss c(Q) > t � c(fu; vg) gelten. Aus Æ < t� 1 folgt t > 1+ Æ. Damit erhalten
wir:

dP (u; v) � dT (u; v) = c(Q) > t � c(fu; vg) > (1 + Æ)c(fu; vg) > Æa

Der Abstand zwischen zwei Knoten innerhalb eines Clusters ist h�ochstens Æa
2 . Also liegen u

und v in verschiedenen Clustern. ut

Lemma 3.10 jEj j � 2 � nminf2;1+ 2+Æ
t�1�Æ

g

j .

Beweis. Da Ej nur Intercluster-Kanten enth�alt, gilt o�ensichtlich jEj j � n2j . Wir m�ussen

daher nur noch jEj j � 2 � n1+
2+Æ

t�1�Æ

j zeigen. Sei M der Graph, der aus (V;Ej) entsteht, indem
man die Knoten jedes Clusters zu einem einzigen Knoten verschmilzt. Sei C ein beliebiger
Kreis in M , der aus g Kanten besteht. Wir wollen zeigen, dass g � t+1

1+ Æ
2

gilt.

Seien w1; w2; : : : ; wg die Gewichte der g Kanten von C in aufsteigender Reihenfolge. Als
die letzte Kante (mit Gewicht wg) in H eingef�ugt wurde, gab es in H bereits einen Pfad der

L�ange h�ochstens g � Æa2 +
Pg�1

i=1 wi zwischen den Endknoten der Kante: der Term g � Æa2 sch�atzt

die h�ochstens g Teilpfade innerhalb eines Clusters ab, der Term
Pg�1

i=1 wi die Intercluster-

Kanten. Da die Kante mit Gewicht wg in H eingef�ugt wurde, muss g � Æa2 +
Pg�1

i=1 wi > t � wg
gelten. Wegen a � wg und wi � wg f�ur 1 � i � g � 1 k�onnen wir folgern:

t � wg < g � Æwg
2

+ (g � 1)wg

Das ergibt t < g( Æ2 + 1)� 1 und damit g > t+1
1+ Æ

2

. Also enth�alt jeder Kreis in M mehr als t+1
1+ Æ

2

Kanten. Mit Lemma 3.5 erhalten wir jEj j � 2 � n1+
2+Æ

t�1�Æ

j . ut

Lemma 3.11 c(Ej) � 32
Æ2
� n 2+Æ

t�1�Æ �MST � � t�1
t

�j�1
.
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Beweis. Jede Kante in Ej hat Gewicht h�ochstens 2a, daher gilt mit Lemma 3.10:

c(Ej) � 2a � 2 � nminf2;1+ 2+Æ
t�1�Æ

g

j

� 2 � 2j�1L

n
� 2 �

�
2n

Æ2j�1

�minf2;1+ 2+Æ
t�1�Æ

g

� 2 � 2j�1L

n
� 2 �

�
2

Æ

�2

�
� n

2j�1

�1+ 2+Æ
t�1�Æ

� 2 � 2j�1L

n
� 2 �

�
2

Æ

�2

� n

2j�1
�
� n

2j�1

� 2+Æ
t�1�Æ

=
16L

Æ2
�
� n

2j�1

� 2+Æ
t�1�Æ

=
16L

Æ2
� n 2+Æ

t�1�Æ �
�

1

2j�1

� 2+Æ
t�1�Æ

� 32

Æ2
�MST � n 2+Æ

t�1�Æ �
�

1

4
1

t�1

�j�1

� 32

Æ2
�MST � n 2+Æ

t�1�Æ �
�
t� 1

t

�j�1

Die letzte Ungleichung in der Kette gilt, weil 4
1

t�1 � e
1

t�1 � 1 + 1
t�1 f�ur alle t > 1 richtig ist.

ut
Mit Lemma 3.8 und Lemma 3.11 k�onnen wir wegen E0 = E(T )[E0 [E1 [ � � � [Elog n das

Gewicht c(H) wie folgt absch�atzen:

c(H) � MST + 4 � n 2
t�1 �MST +

32

Æ2
� n 2+Æ

t�1�Æ �MST �
log nX
j=1

�
t� 1

t

�j�1

� MST + 4 � n 2
t�1 �MST +

32

Æ2
� n 2+Æ

t�1�Æ �MST � t

� 5 � n 2
t�1 �MST +

32t

Æ2
� n 2+Æ

t�1�Æ �MST

� (5 +
32t

Æ2
) � n 2+Æ

t�1�Æ �MST

Damit haben wir auch Teil (c) von Satz 3.3 bewiesen. Durch Festsetzen des Parameters t
zu log2 n und unter Verwendung von Æ = 1

2 (zum Beispiel) bekommen wir aus Satz 3.3 das
folgende Korollar.

Korollar 3.12 Wenn der Algorithmus Greedy-Spanner mit Parameter t = log2 n aufgerufen

wird, so liefert er einen t-Spanner H mit O(n) Kanten und c(H) = O(logn) �MST.

Mit t = log2 n liefert der Algorithmus Greedy-Spanner also einen logn-Spanner, der nicht
viele Kanten enth�alt (nur O(n) St�uck) und bei dem das Gesamtgewicht aller Kanten h�ochstens
um einen Faktor O(log n) gr�osser ist als das Gewicht des minimalen Spannbaums. Genau die-
sen Spanner werden wir in Kapitel 3.6 zur L�osung eines Netzwerkdesign-Problems benutzen.
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3.4 Modellierung eines Netzwerkdesign-Problems

Gegeben ist eine Menge V von n Knoten, die vernetzt werden sollen. Die Knoten sind von 1
bis n durchnummeriert. F�ur jedes Knotenpaar (i; j) ist eine Verkehrsanforderung ri;j gegeben,
die bestimmt, wie viel Verkehr pro Zeiteinheit von i nach j geschickt werden soll. Wie nehmen
an, dass die ri;j als Vielfache einer gewissen Basis-Einheit (z.B. 2 Mbps) gegeben sind. Nicht-
ganzzahlige Vielfache sind zugelassen.

Eine L�osung des Problems gibt an, welche Links mit welcher Kapazit�at zwischen den Kno-
ten installiert werden und �uber welchen Pfad jede einzelne Anforderung geroutet wird. Die
Kapazit�at jedes Links muss dabei mindestens so gross sein wie die Summe aller Anforderun-
gen, die durch den Link geroutet werden.

Die Kosten einer L�osung ergeben sich als Summe der Kosten f�ur jeden einzelnen Link.
Die Kosten eines Links bestehen aus zwei Komponenten: erstens fallen kapazit�atsunabh�angige
Grundkosten F an, die f�ur jeden Link gleich sind; zweitens fallen kapazit�atsabh�angige Kosten
an, die von der L�ange des Links und der Kapazit�at abh�angen. Die Kapazit�at kann nur als
ganzzahliges Vielfaches der Basis-Einheit gew�ahlt werden. Die L�ange des Links von i nach
j ist durch einen Wert pi;j vorgegeben. Wir nehmen an, dass f�ur die Einrichtung des Links
zwischen i und j mit Kapazit�at ui;j die kapazit�atsabh�angigen Kosten pi;jui;j betragen. Die
Gesamtkosten f�ur den Link sind also F + pi;jui;j.

Wir beobachten, dass sich die einzurichtenden Links und ihre Kapazit�at direkt aus dem
Routing der Anforderungen ableiten lassen. Nehmen wir an, dass jede Anforderung ri;j entlang
einem Pfad Pi;j geroutet wurde. F�ur jede Kante e bezeichnet q(e) die Summe aller Anforde-
rungswerte ri;j, deren Pfad Pi;j die Kante e enth�alt. Dann ist klar, dass wir genau diejenigen
Links e mit q(e) > 0 einrichten m�ussen und dass wir die Kapazit�at eines eingerichteten Links
e am g�unstigsten als dq(e)e w�ahlen. Mit E0 bezeichnen wir f�ur ein Routing die Menge der
Kanten e mit q(e) > 0.

Wir nennen das so modellierte Problem \Netzwerkdesign mit einem Kabeltyp", da wir
die Einrichtung eines Links mit Kapazit�at ui;j so au�assen k�onnen, dass ui;j Kabel desselben
Typs zwischen i und j installiert werden. In allgemeineren Modellen w�urde man annehmen,
dass man verschiedene Kabeltypen mit verschiedenen Kapazit�aten und Preisen zur Auswahl
hat. Zusammengefasst ist unser Problem also wie folgt de�niert.

Problem Netzwerkdesign mit einem Kabeltyp (ND1K)
Instanz: Menge V von n Knoten, Anforderungsmatrix R = (ri;j), Fixkosten F , Preis-

matrix P = (pi;j)
L�osung: Pfad Pi;j f�ur jede Anforderung ri;j > 0, 1 � i < j � n
Ziel: minimiere

P
e=fi;jg2E0(F + dq(e)e � pi;j)

Wir nehmen an, dass das entworfene Netz auf jeden Fall zusammenh�angend sein muss, so
dass auch die Optimall�osung mindestens n � 1 Kanten enthalten muss. Ausserdem nehmen
wir an, dass die Matrizen R und P symmetrisch sind. Wir betrachten das geplante Netz als
ungerichteten Graphen und die Verkehrsstr�ome als ungerichtete Pfade. Schliesslich nehmen
wir noch an, dass f�ur die Preise pi;j die Dreiecksungleichung gilt, d.h. es gilt immer pi;j �
pi;k + pk;j f�ur alle k. Diese Annahme ist sinnvoll, da man ja notfalls die Verbindung von i
nach j �uber den Knoten k einrichten k�onnte, wenn dieser Weg tats�achlich billiger w�are als
die direkte Verbindung.

Man beachte, dass diese Problemformulierung eine Vereinfachung von in der Praxis auf-
tretenden Netzwerkdesign-Problemen darstellt. In der Praxis h�angen zum Beispiel die Kosten
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eines Links oft nicht linear von der Kapazit�at des Links ab. Ausserdem m�ussen oft zus�atzli-
che Einschr�ankungen ber�ucksichtigt werden, etwa Begrenzung des Netzwerkdurchmessers und
Anforderungen bzgl. der erlaubten Verz�ogerungen und der Ausfallsicherheit des Netzes.

Um Approximationsalgorithmen f�ur ND1K analysieren zu k�onnen, ben�otigen wir untere
Schranken f�ur die Kosten OPT einer optimalen L�osung.

Lemma 3.13 F�ur die Kosten OPT einer optimalen L�osung von ND1K gelten die folgenden

beiden unteren Schranken:

(a) OPT � F � (n� 1) +MST, wobei MST das Gewicht eines minimalen Spannbaums im

vollst�andigen Graphen auf n Knoten mit Kantengewichten pi;j ist.

(b) OPT � F � (n� 1) +
P

1�i<j�n ri;j � pi;j

Beweis. Die Schranke (a) folgt daraus, dass das Netz nach Annahme zusammenh�angend sein
muss und damit einen Spannbaum enthalten muss, in dem jede Kante Kapazit�at mindestens 1
hat. Die kapazit�atsunabh�angigen Kosten f�ur die n � 1 Kanten in diesem Spannbaum sind
F � (n� 1) und die kapazit�atsabh�angigen Kosten sind mindestens MST , da kein Spannbaum
mit Kantenkapazit�at 1 weniger kapazit�atsabh�angige Kosten haben kann als der minimale
Spannbaum.

Die Schranke (b) erh�alt man folgendermassen. Erstens muss das Netz n� 1 Kanten ent-
halten (sonst w�are es nicht zusammenh�angend), daher betragen die kapazit�atsunabh�angigen
Kosten mindestens F � (n � 1). Zweitens verursacht jede Anforderung ri;j mindestens kapa-
zit�atsabh�angige Kosten ri;j � pi;j, da kein Pfad von i nach j eine L�ange kleiner als pi;j haben
kann (f�ur dieses Argument ben�otigen wir, dass die Dreiecksungleichung f�ur die Preismatrix
P = (pi;j) gilt). ut

Im Folgenden wollen wir das Problem ND1K zuerst f�ur den Spezialfall betrachten, dass
die Anforderungsmatrix eine besondere Struktur hat, dass n�amlich jede Anforderung einen
ausgezeichneten Knoten s mit einem anderen Knoten verbindet. Dieses Problem tritt beim
Design von Access-Netzen auf, wo eine Reihe von Endkunden mit einem speziellen Vermitt-
lungsknoten verbunden werden m�ussen.

3.5 Design von Access-Netzen

Als Access-Netze werden allgemein diejenigen Teile eines Kommunikationsnetzes bezeichnet,
mit denen Endkunden bzw. Endger�ate (z.B. Telefonanschl�usse) an das Netz angebunden wer-
den. Hier denkt man sich die Vernetzung auf zwei Hierarchie-Ebenen: das Backbone-Netz
(R�uckgrat) ist �ublicherweise sehr gut vernetzt und hat eine grosse Kapazit�at. Endkunden
sind �uber ein Access-Netz an einen oder mehrere Backbone-Knoten angeschlossen. Eine Ver-
bindung zwischen zwei Endkunden A und B geht dann von A �uber das Access-Netz zum
n�achsten Backbone-Knoten, von diesem �uber das Backbone-Netz zum f�ur B zust�andigen
Backbone-Knoten, und schliesslich �uber ein (anderes) Access-Netz von dort aus zu B.

Auch beim Entwurf von Netzen wird oft diese Zweiteilung in Backbone und Access ge-
macht. Zuerst wird entschieden, wo �uberall Backbone-Knoten installiert werden sollen. Dann
wird das Backbone-Netz, das alle Backbone-Knoten miteinander verbindet, entworfen. Die
Endkunden werden jeweils einem Backbone-Knoten zugeordnet. Das Access-Netz, das einen
Backbone-Knoten mit allen ihm zugeordneten Endkunden (Access-Knoten) verbindet, kann



38 KAPITEL 3. K �URZESTE WEGE, SPANNER UND NETZWERKDESIGN

Algorithmus: Netzwerkdesign mit einer Quelle

Eingabe: Menge V mit n Knoten (Knoten 1 ist die Quelle), Anforderungen r1;i
f�ur 2 � i � n, Fixkosten F , Preismatrix P = (pi;j)

Ausgabe: Pfade P1;i f�ur 2 � i � n

1. berechne (1 +
p
2; 1 +

p
2)-LAST T mit Startknoten 1 in dem vollst�andigen

Graphen mit Knotenmenge V und Kantengewichten pi;j;
2. P1;i := der Pfad von 1 nach i in T (f�ur alle i = 2; : : : ; n);

Abbildung 3.10: Algorithmus f�ur ND1K mit einer Quelle

dann getrennt vom Rest des Netzes optimiert werden. In der Praxis ist das Design von Net-
zen nat�urlich ein iterativer Prozess, und �Anderungen an einem Teil des Netzes haben wieder
Auswirkungen auf andere Teile, die dann neu optimiert werden m�ussen. Trotzdem ist diese
konzeptuelle Aufteilung in relativ unabh�angig voneinander zu bearbeitende Teilprobleme oft
sehr n�utzlich.

Im Folgenden werden wir sehen, wie wir mit Hilfe eines Algorithmus zur Berechnung eines
(�; �)-LAST auch die Variante von ND1K f�ur Access-Netze approximieren k�onnen.

3.5.1 Ein Approximationsalgorithmus f�ur das Design von Access-Netzen

Wir betrachten die Variante des Problems ND1K, wo alle Anforderungen einen ausgezeich-
neten Knoten, sagen wir den Knoten 1, mit einem anderen Knoten verbinden. Wir nennen
den Knoten 1 Quelle und das sich ergebende Problem ND1K mit einer Quelle. Es ist wie
folgt de�niert.

Problem ND1K mit einer Quelle
Instanz: Menge V von n Knoten, Anforderungen r1;i > 0 f�ur 2 � i � n, Fixkosten F ,

Preismatrix P = (pi;j)
L�osung: Pfad P1;i f�ur jede Anforderung r1;i, 2 � i � n
Ziel: minimiere

P
e=fi;jg2E0(F + dq(e)e � pi;j)

Dabei ist q(e) wieder die Summe aller Anforderungen, deren Pfade den Link e enthalten,
und E0 die Menge aller Kanten mit q(e) > 0. Man beachte, dass wir r1;i > 0 f�ur alle 2 � i � n
voraussetzen, deshalb muss die Quelle wirklich mit allen anderen Knoten verbunden werden.

In Abb. 3.10 ist ein Algorithmus f�ur das Problem ND1K mit einer Quelle angegeben.
Der Algorithmus berechnet zuerst in dem vollst�andigen Graphen G mit Knotenmenge V und
Kantengewichten pi;j einen (1 +

p
2; 1 +

p
2)-LAST T mit Startknoten 1 (unter Verwendung

des Algorithmus aus Abb. 3.5. Dann wird f�ur 2 � i � n als Pfad P1;i f�ur Anforderung r1;i
der eindeutige Pfad von 1 nach i in T verwendet. O�ensichtlich l�auft der Algorithmus in
polynomieller Zeit.

Nun wollen wir die Approximationsrate bestimmen, die der Algorithmus erzielt.

Satz 3.14 Der Algorithmus aus Abb. 3.10 liefert ein Routing, bei dem die Kosten f�ur das

Netz h�ochstens (2+2
p
2)�OPT sind. Der Algorithmus ist somit ein (2+2

p
2)-Approximations-

algorithmus f�ur ND1K mit einer Quelle.

Beweis. Bezeichne mit E0 die Menge der Kanten des (�; �)-LAST T , die der Algorithmus in
Schritt 1 berechnet. Jede dieser Kanten ist am Ende auch in mindestens einem der berechneten
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Pfade P1;i enthalten. Wir erinnern uns, dass f�ur e = fi; jg 2 E0 der Wert q(e) die Summe
der durch e gerouteten Anforderungen angibt. Wir de�nieren �(e) = dq(e)e � q(e). Damit
ist �(e) der Teil der Kapazit�at von e, den wir zwar bezahlen m�ussen, den wir aber eigentlich
nicht ben�otigen. Die Kosten des Netzes, das sich aus dem Routing des Algorithmus ergibt,
sind C = F � (n� 1) +

P
e=fi;jg2E0dq(e)e � pi;j. Diese Kosten k�onnen wir in zwei Teile A und

B aufspalten (d.h. C = A+B):

A =
X

e=fi;jg2E0

q(e)pi;j

B = F � (n� 1) +
X

e=fi;jg2E0

�(e)pi;j

Der Beitrag einer Anforderung r1;i zu der obigen Summe f�ur A ist o�ensichtlich r1;idT (1; i),
wobei dT (1; i) die L�ange des Pfades von 1 nach i in T bez�uglich der Kantengewichte pj;k ist.
Wir k�onnen A daher umformulieren zu

A =
nX
i=2

r1;idT (1; i):

Da T ein (�; �)-LAST ist, gilt dT (1; i) � �dG(1; i) = �p1;i. (Da die Kantengewichte pi;j
die Dreiecksungleichung erf�ullen, gilt dG(i; j) = pi;j f�ur alle i; j.) Wir erhalten somit A �
�
Pn

i=2 r1;i � p1;i. Mit Ungleichung (b) aus Lemma 3.13 erhalten wir daher A � �OPT .

Versuchen wir nun,B abzusch�atzen. Da �(e) < 1 gilt, folgtB � F �(n�1)+Pe=fi;jg2E0 pi;j.
Da T ein (�; �)-LAST ist, gilt

P
e=fi;jg2E0 pi;j � ��MST . Mit Ungleichung (a) aus Lemma 3.13

folgt daher B � �OPT .

Somit erhalten wir C = A + B � (� + �)OPT . Da nach Satz 3.2 � = 1 + 2
��1 gew�ahlt

werden muss, wird �+� minimal, wenn wir � = � = 1+
p
2 setzen. (Um das zu sehen, muss

man nur das Minimum der Funktion f(x) = x+ 1 + 2
x�1 bestimmen.) Das ist der Grund f�ur

die Wahl von � = 1 +
p
2 und � = 1 +

p
2 bei der Berechnung des (�; �)-LAST in Schritt 1

des Algorithmus. Damit erhalten wir Approximationsrate 2 + 2
p
2 � 4:828. ut

3.6 Allgemeines Netzwerkdesign

Nun besch�aftigen wir uns mit der allgemeinen Version des Problems ND1K. F�ur die Ent-
wicklung eines Approximationsalgorithmus gehen wir sehr �ahnlich vor wie beim Spezialfall
des Problems mit einer Quelle. Wir bestimmen zuerst einen Teilgraphen, der nicht viel teurer
als ein minimaler Spannbaum ist, der nicht viele Kanten enth�alt und in dem die k�urzesten
Wege nicht viel l�anger sind als im vollst�andigen Graphen mit Kantengewichten pi;j. Im Ge-
gensatz zum Design von Access-Netzen, wo wir als Teilgraph den (�; �)-LAST gew�ahlt haben,
muss jetzt der gew�ahlte Teilgraph nicht nur kurze Pfade zu einer ausgezeichneten Quelle ent-
halten, sondern f�ur beliebige Paare von Knoten. Daher verwenden wir jetzt die Spanner aus
Abschnitt 3.3. Am Ende werden dann alle Anforderungen entlang k�urzester Pfade in diesem
Spanner geroutet.
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Algorithmus: Netzwerkdesign

Eingabe: Menge V von n Knoten, Anforderungsmatrix R = (ri;j),
Fixkosten F , Preismatrix P = (pi;j)

Ausgabe: Pfade Pi;j f�ur alle 1 � i < j � n mit ri;j > 0

1. berechne mit Algorithmus Greedy-Spanner einen logn-Spanner H in dem
vollst�andigen Graphen mit Knotenmenge V und Kantengewichten pi;j;

2. Pi;j := ein k�urzester Pfad von i nach j in H (f�ur alle 1 � i < j � n mit ri;j > 0)

Abbildung 3.11: Algorithmus f�ur ND1K

3.6.1 Ein Approximationsalgorithmus f�ur allgemeines Netzwerkdesign

Der Approximationsalgorithmus f�ur ND1K, der in Abb. 3.11 angegeben ist, ist analog zu
dem, den wir f�ur ND1K mit einer Quelle verwendet haben (Abb. 3.10). Die Analyse des
Algorithmus ist ebenfalls analog zum Fall mit einer Quelle.

Satz 3.15 Der Algorithmus aus Abb. 3.11 liefert f�ur Probleme mit n Knoten ein Routing,

bei dem die Kosten f�ur das Netz h�ochstens O(log n) � OPT sind. Der Algorithmus ist somit

ein O(log n)-Approximationsalgorithmus f�ur ND1K.

Beweis. Bezeichne mit Ê die Menge der Kanten des log n-SpannersH, den der Algorithmus in
Schritt 1 (mit Hilfe des Algorithmus Greedy-Spanner aus Abb. 3.6) berechnet. Sei E0 � Ê die
Menge der Kanten, die am Ende in mindestens einem der berechneten Pfade Pi;j enthalten
sind. Wir erinnern uns, dass f�ur e = fi; jg 2 E0 der Wert q(e) die Summe der durch e
gerouteten Anforderungen angibt. Wir de�nieren wieder �(e) = dq(e)e�q(e). Die Kosten des
Netzes, das sich aus dem Routing des Algorithmus ergibt, sind C = F �jE0j+Pe=fi;jg2E0dq(e)e�
pi;j. Diese Kosten k�onnen wir in zwei Teile A und B aufspalten (d.h. C = A+B):

A =
X

e=fi;jg2E0

q(e)pi;j

B = F � jE0j+
X

e=fi;jg2E0

�(e)pi;j

Wir k�onnen A umformulieren zu

A =
X

1�i<j�n

ri;j � dH(i; j);

wobei dH(i; j) die L�ange eines k�urzesten Pfades von i nach j in H bez�uglich der Kantenge-
wichte pi;j ist. Da H ein logn-Spanner von G ist, gilt dH(i; j) � (log n) �dG(i; j) = (log n) �pi;j.
(Da die Kantengewichte pi;j die Dreiecksungleichung erf�ullen, gilt dG(i; j) = pi;j f�ur alle i; j.)
Wir erhalten somit A � (logn) �P1�i<j�n ri;j � pi;j. Mit Ungleichung (b) aus Lemma 3.13
erhalten wir daher A � logn �OPT .

Versuchen wir nun, B abzusch�atzen. Da �(e) < 1 gilt, folgt B � F � jE0j+Pe=fi;jg2E0 pi;j.

Nach Korollar 3.12 gilt jE0j � jÊj = O(n) und damit F �jE0j � c�F �(n�1) f�ur eine Konstante c.
Ausserdem gilt nach Korollar 3.12 auch

P
e=fi;jg2E0 pi;j �

P
e=fi;jg2Ê pi;j = O(log n) �MST .

Mit Ungleichung (a) aus Lemma 3.13 folgt daher B � O(log n) �OPT .
Somit erhalten wir C = A+B � O(log n) �OPT . ut
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3.7 Literaturhinweise

Der Algorithmus von Dijkstra zur Berechnung k�urzester Wege in Graphen mit positiven Kan-
tengewichten ist in allen Lehrb�uchern zum Thema Algorithmen beschrieben, z.B. in [Tur96].
Der Algorithmus f�ur leichte angen�aherte K�urzeste-Wege-B�aume aus Abschnitt 3.2 stammt von
Khuller, Raghavachari und Young [KRY95]. Der Algorithmus zur Berechnung eines t-Spanners
aus Abschnitt 3.3 geht auf Alth�ofer, Das, Dobkin, Joseph und Soares zur�uck [ADD+93], seine
Analyse stammt von Chandra, Das, Narasimhan und Soares [CDNS95]. Das graphentheo-
retische Lemma 3.5 l�asst sich leicht aus Theorem 3.7 in [Bol78, Chapter III] ableiten. Die
Modellierung des Netzwerkdesign-Problems ND1K aus Abschnitt 3.4 und der Approxima-
tionsalgorithmus f�ur die allgemeine Variante aus Abschnitt 3.6.1 wurden von Mansour und
Peleg entwickelt [MP94]. Der Approximationsalgorithmus f�ur die Variante mit einer Quelle
aus Abschnitt 3.5.1 wurde in [SCRS97] erw�ahnt. Die Darstellung hier orientiert sich teilweise
an [CR98].
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Kapitel 4

Das Problem des IP Pre�x Lookup

Version 1.01, 3.12.2002

Im Internet werden alle Daten in Form von IP-Paketen (IP steht f�ur Internet Protocol) vom
Sender zum Empf�anger �ubertragen. Dabei kann ein Paket �uber viele Knoten weitergelei-
tet werden, bevor es an seinem Ziel ankommt. Auf jedem Knoten (Router) wird anhand
der Zieladresse des Pakets entschieden, zu welchem Nachbarknoten das Paket weitergeleitet
wird (destination-based routing). Die dazu n�otigen Informationen sind auf jedem Knoten in
einer Routing-Tabelle bzw. Forwarding-Tabelle gespeichert. Da in einem Router sehr viele
IP-Pakete innerhalb k�urzester Zeit (evtl. mehrere Millionen Pakete pro Sekunde) bearbeitet
werden m�ussen, ist es wichtig, dass f�ur jedes einzelne Paket sehr eÆzient der entsprechende
Eintrag in der Forwarding-Tabelle gefunden werden kann. In diesem Kapitel wollen wir uns
daher mit Datenstrukturen und Algorithmen befassen, mit denen die Suche in der Forwarding-
Tabelle eines IP-Routers sehr eÆzient realisiert werden kann.

Jeder Rechner im Internet hat gegenw�artig eine Adresse, die ein Bin�arstring der L�ange 32
ist. Mit der Weiterentwicklung von IPv4 zu IPv6 erh�oht sich diese L�ange dann auf 128. Wir
wollen allgemein annehmen, dass die Adressen Bin�arstrings der L�ange W sind. Die Routing-
Tabelle R eines Routers enth�alt Eintr�age der Form (x; y), wobei x ein Bin�arstring der L�ange
h�ochstens W ist (den wir Pr�a�x nennen) und y einen ausgehenden Link des Routers be-
zeichnet. Dabei ist erlaubt, dass x der leere String ist. (Der leere Bin�arstring wird mit �
bezeichnet.)

Die Anzahl der Eintr�age in der Routing-Tabelle bezeichnen wir mit N . Zum Beispiel
hatten Mitte 1998 grosse Internet-Router Routing-Tabellen mit �uber 40000 Eintr�agen.

Kommt nun ein Paket mit Zieladresse k bei dem Router an, so wird ein Eintrag (x; y) in
R gesucht, bei dem x ein Pr�a�x von k ist und bei dem x maximale L�ange hat. Diesen Eintrag
nennen wir das l�angste passende Pr�a�x (engl. best matching pre�x, kurz BMP). Das Paket
wird dann �uber denjenigen ausgehenden Link weitergeleitet, der durch das y im BMP (x; y)
bestimmt ist. Mit IP Pre�x Lookup bezeichnen wir das Problem, in einer Routing-Tabelle f�ur
eine gegebene Zieladresse das l�angste passende Pr�a�x zu �nden. Wir nehmen an, dass eine
Routing-Tabelle f�ur jeden Bin�arstring x h�ochstens einen Eintrag (x; y) enthalten kann.

Beispiel: Sei W = 5. Betrachte eine Routing-Tabelle mit den folgenden Eintr�agen:

(0; y1), (001; y2), (10; y1), (110; y3), (111; y2)

F�ur ein Paket mit Zieladresse k = 00100 ist (001; y2) das l�angste passende Pr�a�x und das
Paket wird �uber den Link y2 weitergeleitet. F�ur k = 01000 ist (0; y1) das l�angste passende
Pr�a�x, f�ur k = 11010 ist es (110; y3). ✦

43
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0
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1

011

Abbildung 4.1: Pfadkomprimierung.

Eine Datenstruktur zur Speicherung der Routing-Tabelle sollte die folgenden Eigenschaf-
ten haben:

� F�ur jede Zieladresse k sollte man sehr schnell das l�angste passende Pr�a�x (BMP) be-
stimmen k�onnen (Lookup). In der Praxis w�are es ideal, wenn nicht mehr als drei oder
vier Speicherzugri�e n�otig w�aren, um das BMP zu �nden. Wir messen im Folgenden die
Zeit f�ur das AuÆnden des BMP in Abh�angigkeit von W und streben an, unabh�angig
von der Anzahl N der Eintr�age in der Routing-Tabelle Laufzeiten wie O(logW ) zu
erreichen.

� Der Speicherplatz f�ur die Datenstruktur sollte m�oglichst klein sein, damit die Daten-
struktur oder zumindest ein grosser Teil davon im Cache gehalten werden kann. Wenn
die Routing-Tabelle N Eintr�age enth�alt, sollte der Speicherplatz am besten O(N) sein,
also linear.

� Eventuell sollte die Datenstruktur auch Aktualisierungen der Routing-Tabelle (Einf�ugen,
L�oschen und �Andern von Eintr�agen) eÆzient unterst�utzen.

Datenstrukturen, die das Einf�ugen und L�oschen von Eintr�agen unterst�utzen, nennt man dy-

namisch.

4.1 IP Pre�x Lookup mit einem Trie

Eine einfache M�oglichkeit, die Routing-Tabelle zu speichern, ist die Verwendung eines Trie.
Ein Trie ist ein Suchbaum, bei dem die Kanten beschriftet sind und f�ur jeden Knoten gilt, dass
die Beschriftungen der Kanten, die den Knoten mit seinen Kindern verbinden, mit verschiede-
nen Zeichen beginnen. Jeder Knoten repr�asentiert den String, der sich durch Konkatenation
der Kantenbeschriftungen auf dem Pfad von der Wurzel zu dem Knoten ergibt.

Oft werden Tries betrachtet, bei denen die Beschriftung jeder Kante aus einem einzigen
Zeichen besteht. Wir lassen dagegen zu, dass Kantenbeschriftungen Strings beliebiger L�ange
(aber mindestens der L�ange 1) sind. Wenn ein Trie eine Kette von Knoten enth�alt, die jeweils
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Abbildung 4.2: Speicherung einer Routing-Tabelle als Trie.

nur ein einziges Kind haben, so l�asst sich diese Kette dann durch einen einzigen Knoten und
eine einzige Kante ersetzen, deren Beschriftung die Konkatenation der Kantenbeschriftun-
gen der urspr�unglichen Kanten ist. Diese Operation nennt man Pfadkomprimierung (siehe
Abb. 4.1). Ein Trie, bei dem alle m�oglichen Pfadkomprimierungen durchgef�uhrt sind, heisst
auch pfadkomprimierter Trie. Der Vorteil pfadkomprimierter Tries ist die geringere Anzahl
von Trie-Knoten und damit der geringere Speicherplatzbedarf.

Wird ein Trie zur Speicherung einer Routing-Tabelle verwendet, so sind alle Kantenbe-
schriftungen Bin�arstrings. Jeder Knoten hat dann h�ochstens zwei Kinder: die Beschriftung der
Kante zum ersten Kind beginnt mit 0, die zum zweiten Kind mit 1. F�ur jeden Eintrag (x; y)
der Routing-Tabelle muss es im Trie einen Knoten geben, der den String x repr�asentiert. In
diesem Knoten des Trie ist dann der Link y abgespeichert. F�ur jeden Bin�arstring x der L�ange
h�ochstens W enth�alt der Trie genau dann einen Knoten, der x repr�asentiert, falls mindestens
eine der folgenden Bedingungen gilt:

� x ist der leere String (dann entspricht x die Wurzel des Trie)

� Die Routing-Tabelle enth�alt einen Eintrag (x; y).

� Die Routing-Tabelle enth�alt zwei Eintr�age (x0; y0) und (x1; y1), so dass x0 ein Pr�a�x
von x0 ist und x1 ein Pr�a�x von x1.

Dadurch ist bereits eindeutig festgelegt, wie der Trie zu einer gegebenen Routing-Tabelle
aussieht. F�ur das Beispiel der Routing-Tabelle mit den Eintr�agen

(0; y1), (001; y2), (10; y1), (110; y3), (111; y2)

ist der sich ergebende Trie in Abb. 4.2 dargestellt. Die Trie-Knoten, die einem Eintrag in der
Routing-Tabelle entsprechen, sind durch dickere Umrandungen gekennzeichnet. Wir bezeich-
nen diese Knoten auch als markiert.

Nun wollen wir uns �uberlegen, wie der Trie aufgebaut werden kann, wie viel Speicherplatz
er ben�otigt und wie lange das Suchen und Aktualisieren des Trie dauert. Dabei nehmen wir an,
dass ein Bin�arstring der L�ange W in konstant vielen Maschinenw�ortern gespeichert werden
kann.
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4.1.1 Konstruktion des Trie

Um den Trie f�ur eine Routing-Tabelle zu konstruieren, beginnt man mit dem leeren Trie, der
nur aus der Wurzel besteht. Dann f�ugt man die N Eintr�age der Routing-Tabelle in beliebiger
Reihenfolge in den Trie ein. F�ur einen Eintrag (x; y) beginnen wir an der Wurzel des Trie
und folgen dem Pfad abw�arts, der durch x festgelegt wird. Das heisst, wir gehen von jedem
Trie-Knoten mit derjenigen Kante weiter abw�arts, deren Beschriftung mit demselben Zeichen
beginnt wie der verbleibende Teil von x. Nun gibt es mehrere M�oglichkeiten:

� Der Pfad endet bei einem Trie-Knoten v, wenn x ganz abgearbeitet ist. In diesem Fall
markieren wir v als einen Knoten, der einem Eintrag der Routing-Tabelle entspricht,
und speichern den Link y in dem Knoten v ab.

� Der Pfad endet auf einer Kante (v; w) mit Beschriftung �� zwischen � und �, wenn x
ganz abgearbeitet ist. In diesem Fall erzeugen wir einen neuen Knoten u in der Mitte
der Kante (v; w) und weisen den neuen Kanten (v; u) und (u;w) die Beschriftungen �
und � zu. Der Link y wird in dem neuen Knoten u abgespeichert und u wird markiert
als Knoten, der einem Eintrag in der Routing-Tabelle entspricht.

� Der Pfad endet bei einem Trie-Knoten v, bevor x ganz abgearbeitet ist. Sei 
 der
verbleibende Teil von x. Wir f�ugen ein neues Kind u von v in den Trie ein und beschriften
die Kante (v; u) mit 
. Den Link y speichern wir in dem neuen Knoten u.

� Der Pfad endet auf einer Kante (v; w) mit Beschriftung �� zwischen � und �, bevor x
ganz abgearbeitet ist. Sei 
 der verbleibende Teil von x. Wir spalten die Kante (v; w)
zwischen � und � durch Einf�ugen eines neuen Knotens u auf, erzeugen ein neues Kind
u0 von u und beschriften die Kante (u; u0) mit 
.

Da auf diese Weise jeder Eintrag der Routing-Tabelle in Zeit O(W ) in den Trie eingef�ugt
werden kann, ist die Gesamtlaufzeit f�ur die Konstruktion des Trie O(N �W ).

4.1.2 Speicherplatzbedarf des Trie

Jeder Knoten des Trie ben�otigt konstanten Speicherplatz, ebenso jede Kante (ein Bin�arstring
der L�ange h�ochstens W kann laut Annahme in konstant vielen W�ortern gespeichert werden).
Genau N der Knoten im Trie repr�asentieren einen Eintrag der Routing-Tabelle. Alle anderen
Knoten sind innere Knoten des Trie, die genau zwei Kinder haben (andernfalls w�aren diesen
Knoten gem�ass der De�nition des Tries nicht im Trie enthalten). In einem Baum mit h�ochstens
N Bl�attern kann es aber h�ochstens N�1 innere Knoten mit zwei Kindern geben. Daher enth�alt
der Trie insgesamt h�ochstens 2N � 1 Knoten und 2N � 2 Kanten. Der Speicherplatzbedarf
ist daher O(N), also linear.

4.1.3 Suchen im Trie

Beim Suchen nach dem l�angsten passenden Pr�a�x zu einer Zieladresse k geht man wie folgt
vor. Man beginnt bei der Wurzel des Trie und folgt dem Pfad, der durch k bestimmt wird.
Dabei merkt man sich immer den letzten markierten Knoten, den man durchlaufen hat. Wenn
nun k komplett abgearbeitet ist oder wenn der Pfad im Trie nicht um das n�achste Bit von k
verl�angert werden kann, so ist der letzte markierte Knoten, den man durchlaufen hat, genau
der Knoten, der das l�angste passende Pr�a�x repr�asentiert. Die Suche nach dem l�angsten
passenden Pr�a�x ben�otigt also O(W ) Zeit.
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4.1.4 Aktualisieren des Trie

Wenn ein neuer Eintrag (x; y) in den Trie eingef�ugt werden soll, so geschieht dies wie bei der
Konstruktion des Trie in Zeit O(W ). Soll ein Eintrag (x; y) gel�oscht werden, so sucht man in
Zeit O(W ) den entsprechenden Trie-Knoten v und geht folgendermassen vor:

� Falls v zwei Kinder hat, so wird nur die Markierung von v aufgehoben, der Knoten
bleibt aber im Trie enthalten.

� Falls v genau ein Kind hat und nicht die Wurzel ist, so wird der Knoten v gel�oscht und
die beiden Kanten, die v mit seinem Vater und seinem Kind verbunden haben, werden
zu einer einzigen Kante kombiniert.

� Falls v ein Blatt ist, so wird der Knoten v gel�oscht. Falls der Vater w von v nicht die
Wurzel des Trie ist und nicht markiert ist, so wird mit w wie im vorigen Fall mit v
verfahren (d.h. w wird entfernt und die beiden zu w inzidenten Kanten werden zu einer
Kante kombiniert).

O�ensichtlich ist also auch der Zeitbedarf f�ur das L�oschen eines Eintrags O(W ).
Um f�ur einen Eintrag (x; y) nur den Link zu �andern, reicht es, in Zeit O(W ) den entspre-

chenden Trie-Knoten zu lokalisieren und dann dort den gespeicherten Link zu ersetzen.

Die Ergebnisse unserer Analyse der Trie-Datenstruktur werden in dem folgenden Satz
zusammengefasst.

Satz 4.1 Mittels eines Trie l�asst sich eine Routing-Tabelle in Speicherplatz O(N) so spei-

chern, dass jede Suche und jede Aktualisierung in Zeit O(W ) durchgef�uhrt werden kann. Der

Zeitbedarf f�ur die Konstruktion des Trie ist O(N �W ).

Vorteilhaft ist bei Tries also bereits, dass der Speicherplatzbedarf linear in N ist, dass die
Suchzeit nur von W abh�angt und dass alle Aktualisierungen eÆzient durchgef�uhrt werden
k�onnen. F�ur die Suche ist eine Laufzeit von O(W ) (mit etwa W tats�achlichen Hauptspeicher-
zugri�en) allerdings noch nicht ausreichend, um in einem IP-Router den IP Pre�x Lookup
eÆzient in Software realisieren zu k�onnen. Daher werden wir in den folgenden Abschnitten
Verbesserungen dieser einfachen Trie-Datenstruktur betrachten.

4.2 IP Pre�x Lookup durch Bin�arsuche nach Pr�a�xl�angen

Nun wollen wir ein Verfahren f�ur IP Pre�x Lookup betrachten, mit dem das l�angste passen-
de Pr�a�x in O(logW ) Zeit (mit etwa logW Speicherzugri�en) gefunden werden kann. Das
Verfahren wurde von Waldvogel, Varghese, Turner und Plattner entwickelt [WVTP97]. Der
Ausgangspunkt f�ur die schnellere Suche ist die �Uberlegung, dass man das Problem des IP
Pre�x Lookup in konstanter Zeit l�osen kann, wenn alle Eintr�age der Routing-Tabelle dieselbe
L�ange haben (d.h. wenn der String x in allen Eintr�agen (x; y) der Routing-Tabelle gleich lang
ist). Um dies auszunutzen, teilt man Eintr�age der Routing-Tabelle anhand ihrer L�ange in
h�ochstens W Klassen ein. Die Eintr�age jeder Klasse speichert man so ab, dass man in kon-
stanter Zeit �uberpr�ufen kann, ob ein gegebener Bin�arstring der entsprechenden L�ange in der
Klasse vorkommt. Wenn man nun mittels Bin�arsuche in den L�angenklassen diejenige �nden
k�onnte, die das l�angste passende Pr�a�x enth�alt, so w�are das Problem des IP Pre�x Lookup
mit einer Suchzeit von O(logW ) gel�ost. Im Folgenden werden wir sehen, wie diese Ideen
realisiert werden k�onnen.
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4.2.1 Suche innerhalb einer L�angenklasse

Eine L�angenklasse Li speichert alle Eintr�age (x; y) der Routing-Tabelle, bei denen das Pr�a�x
x die L�ange i hat. Sei Ni die Anzahl solcher Eintr�age. Es gibt Datenstrukturen, die zur
Speicherung von Li Speicherplatz O(Ni) ben�otigen und in Zeit O(1) f�ur einen gegebenen
Bin�arstring k der L�ange i entscheiden k�onnen, ob ein Eintrag (k; y) in Li enthalten ist.

Eine M�oglichkeit ist, eine Hash-Tabelle zur Speicherung von Li zu verwenden. Dadurch
wird zwar das AuÆnden eines Pr�a�x nur in durchschnittlich konstanter Zeit erreicht (im
Worst-Case kann die Suche l�anger dauern), man nimmt das in der Praxis aber gerne in
Kauf, da sich Hash-Tabellen leicht und eÆzient implementieren lassen. Die Anzahl von zur
Verf�ugung stehenden Indizes in der Hash-Tabelle f�ur Li muss mindestens gleich c �Ni f�ur eine
Konstante c > 1 gew�ahlt werden. Die Hash-Tabelle basiert auf einer Hash-Funktion f , die
jedem Pr�a�x x eines Eintrags in Li einen Index f(x) in der Tabelle zuweist. Wir nehmen an,
dass die Hash-Funktion in konstanter Zeit berechnet werden kann. Werden mehrere Pr�a�xe
auf denselben Index abgebildet, so nennt man dies eine Kollision. Eine M�oglichkeit, solche
Kollisionen aufzul�osen, ist Verkettung, d.h. man speichert bei jedem Index j der Hash-Tabelle
eine verkettete Liste aller Pr�a�xe, die durch die Hash-Funktion auf j abgebildet werden. Wenn
nun in der Hash-Tabelle nach einem Pr�a�x k gesucht werden soll, so wird j = f(k) berechnet
und an Stelle j in der Tabelle nachgesehen, on die dort gespeicherte Liste von Eintr�agen den
Pr�a�x k enth�alt. Bei Verwendung einer geeigneten Hash-Funktion ist die erwartete L�ange der
Liste O(1) und die Suche nach k ben�otigt daher im Durchschnitt nur O(1) Zeit.

Es gibt auch Datenstrukturen, mit denen man Li in Speicherplatz O(Ni) speichern kann
und in denen die Suche nach einem Pr�a�x k auch im Worst-Case nur Zeit O(1) ben�otigt. Die
Grundidee dieser Datenstrukturen besteht darin, abh�angig von den zu speichernden Werten
die Hash-Funktion so zu w�ahlen, dass keine Kollisionen auftreten [FKS84].

Wir wollen im folgenden annehmen, dass wir f�ur jedes Li eine Tabelle (Hash-Tabelle oder
sonstigte Datenstruktur) haben, die Speicherplatz O(Ni) ben�otigt und in der wir in O(1) Zeit
nach einem Pr�a�x suchen k�onnen.

4.2.2 Bin�arsuche

Wenn wir f�ur jede L�angenklasse Li eine Tabelle haben, die das AuÆnden eines Pr�a�x k
in Zeit O(1) erm�oglicht, wie suchen wir dann nach dem l�angsten passenden Pr�a�x f�ur eine
gegebene Zieladresse z? Eine erste Idee ist, zuerst in der \mittleren" L�angenklasse nach dem
betre�enden Pr�a�x von z zu suchen und dann abh�angig vom Ergebnis zu entscheiden, ob
wir rekursiv bei den l�angeren Pr�a�xen (falls die Suche erfolgreich war) oder bei den k�urzeren
Pr�a�xen (andernfalls) weitersuchen. Da es insgesamt h�ochstensW L�angenklassen gibt, k�onnte
die Bin�arsuche in Zeit O(logW ) ausgef�uhrt werden, da jede Suche in einer L�angenklasse nur
Zeit O(1) dauert. Das folgende Beispiel zeigt aber, dass das so noch nicht richtig funktioniert:

Eine Routing-Tabelle habe Eintr�age f�ur die Pr�a�xe 0, 1, 00 und 111. Damit haben
wir die L�angenklassen L1 = f0; 1g, L2 = f00g und L3 = f111g. Wenn wir nun
nach Zieladresse 11101 suchen und zuerst in der mittleren L�angenklasse L2 nach
dem Pr�a�x 11 von 11101 suchen, so ist die Suche erfolglos und wir w�urden bei
den k�urzeren Pr�a�xen weitersuchen, obwohl das l�angste passende Pr�a�x 111 in L3

enthalten ist.

Um dieses Problem zu umgehen, f�ugen wir sogenannte Marker in die L�angenklassen ein. Sei
x ein Pr�a�x der L�ange i und sei x[1::j] das Pr�a�x der ersten j Zeichen von x, 1 � j � i.
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Wenn x in der L�angenklasse Li enthalten ist, so speichern wir in allen L�angenklassen Lj f�ur
j < i, die keinen Eintrag f�ur x[1::j] enthalten, einen Marker f�ur x[1::j]. Die Aufgabe des
Markers ist, daf�ur zu sorgen, dass bei der Suche nach x[1::j] in Lj erkannt wird, dass es
einen Eintrag mit l�angerem Pr�a�x in der Routing-Tabelle gibt, der mit x[1::j] beginnt. Damit
kann die Bin�arsuche dann die richtige Entscheidung tre�en und bei den l�angeren Pr�a�xen
weitersuchen.

In obigem Beispiel w�urden wir in L2 den Marker 11 einf�ugen, da in L3 das Pr�a�x
111 enthalten ist. Bei einer Suche nach der Zieladresse z = 11101 w�urde dann
nach der erfolgreichen Suche in L2 korrekterweise in L3 weitergesucht.

Es gibt aber noch immer ein Problem, das wir wieder an unserem Beispiel deutlich machen
k�onnen:

Wenn im Beispiel nach der Zieladresse z = 11010 gesucht wird, so w�urde der
Marker 11 in L2 dazu f�uhren, dass die Bin�arsuche als n�achstes in L3 nach 110
sucht, aber der l�angste passende Pr�a�x 1 ist in L1 enthalten. Wenn nun in L3

festgestellt wird, dass dort kein Pr�a�x 110 enthalten ist, w�are das Ergebnis der
Bin�arsuche, dass 11 das l�angste passende Pr�a�x ist. Da 11 aber nur ein Marker
ist, der keinem tats�achlichen Eintrag der Routing-Tabelle entspricht, m�usste die
Bin�arsuche zur�uckgehen und stattdessen in L1 weitersuchen, um dort das echte
l�angste passende Pr�a�x 1 zu �nden.

Durch solches Zur�uckgehen (backtracking) w�are aber nicht mehr die gew�unschte Laufzeit
O(logW ) f�ur die Suche zu erreichen. Um auch dieses Problem zu umgehen, speichern wir bei
jedem Marker x einen Verweis x:BMP ab, der auf denjenigen Eintrag (x0; y0) der Routing-
Tabelle verweist, bei dem x0 ein Pr�a�x von x ist und bei dem x0 maximale L�ange hat. Wenn
die Bin�arsuche nun einen Marker x als l�angstes passendes Pr�a�x �ndet, so liefert der Verweis
x:BMP das gesuchte echte l�angste passende Pr�a�x.

Im obigen Beispiel w�urde 11:BMP auf den Eintrag f�ur das Pr�a�x 1 verweisen.
Wenn bei Zieladresse 11010 der Marker 11 das Ergebnis der Bin�arsuche ist, so
liefert 11:BMP also das gew�unschte l�angste passende Pr�a�x 1.

Mit diesen beiden Erg�anzungen (Einf�uhrung der Marker und Speichern des Verweises x:BMP
bei jedem Marker x) funktioniert die Bin�arsuche dann o�ensichtlich richtig und die Worst-
Case-Laufzeit f�ur die Suche nach dem l�angsten passenden Pr�a�x zu einer Zieladresse ist
O(logW ). Falls weniger als W verschiedene Pr�a�xl�angen in der Routing-Tabelle vorkommen,
etwa nur ` verschiedene L�angen, dann ist die Laufzeit sogar O(log `), da die Bin�arsuche nur
die ` nicht-leeren L�angenklassen Li ber�ucksichtigen muss.

4.2.3 Speicherplatzbedarf

Ohne die Einf�uhrung der Marker w�are der Speicherplatzbedarf O(N), da die Tabellen f�ur die
Li jeweils nur Platz O(Ni) ben�otigen. Die Marker bedeuten aber zus�atzliche Eintr�age in den
Tabellen. Werden die Marker wie oben beschrieben eingef�ugt (d.h. f�ur ein Pr�a�x in Li werden
in allen Lj mit j < i Marker eingef�ugt, falls noch kein entsprechendes Pr�a�x in Lj enthalten
ist), so k�onnen bis zu O(W ) Marker pro Pr�a�x n�otig sein und der Speicherplatzbedarf f�ur die
gesamte Datenstruktur kann nur durch O(N �W ) begrenzt werden. Wenn Marker aber nur in
den L�angenklassen gespeichert werden, wo sie tats�achlich n�otig sind (�Ubungsaufgabe!), l�asst
sich der Speicherplatzbedarf zu O(N � logW ) vermindern.
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4.2.4 Konstruktion

Die Zeit f�ur die Konstruktion der Datenstruktur ist linear in ihrer Gr�osse (unter der Annah-
me, dass die Tabellen f�ur die Li in konstanter Zeit pro Eintrag aufgebaut werden k�onnen,
was f�ur Hash-Tabellen erf�ullt ist). Man bearbeitet die Eintr�age der Routing-Tabelle in Rei-
henfolge aufsteigender Pr�a�xl�ange. Ein Pr�a�x x der L�ange i wird dann in die Tabelle f�ur Li
eingef�ugt und die entsprechenden Marker werden in die Tabellen Lj mit j < i in absteigender
Reihenfolge eingef�ugt, bis in einer Tabelle das betre�ende Pr�a�x bereits enthalten ist.

4.2.5 Aktualisieren der Datenstruktur

Beim Einf�ugen eines Eintrags (x; y) muss der Eintrag zuerst in die betre�ende Tabelle Li
(wobei i die L�ange von x ist) eingef�ugt werden. In den Tabellen Lj f�ur j < i muss ggf. ein
Marker eingef�ugt werden. Ferner muss bei allen Markern x0 in Tabellen Lj f�ur j > i, f�ur die
x das l�angste passende Pr�a�x von x0 ist, der Verweis x0:BMP auf (x; y) aktualisiert werden.
Diese Aktualisierung kann potentiell sehr teuer sein, da eventuell sehr viele Marker aktualisiert
werden m�ussen. �Ahnlich stellt sich die Situation beim L�oschen eines Eintrags dar. Man kann
f�ur diese Datenstruktur also keine guten Zeitschranken f�ur das Einf�ugen und L�oschen von
Eintr�agen angeben. Es wird daher empfohlen, �Anderungen der Eintr�age der Routing-Tabelle
eine Weile zu sammeln und dann die Datenstruktur komplett neu aufzubauen. Diese L�osung
ist eÆzienter als die potentiell sehr teure Realisierung jeder einzelnen Aktualisierung f�ur sich.
Nachteil bei dieser L�osung ist aber, dass Aktualisierungen der Routing-Tabelle erst nach einer
gewissen Wartezeit aktiv werden.

4.2.6 Experimentelle Ergebnisse

Das Verfahren der Bin�arsuche nach Pr�a�xl�angen wurde experimentell anhand einer realisti-
schen Routing-Tabelle mit 33000 Eintr�agen f�ur ZieladressenmitW = 32 Bits �uberpr�uft. Dabei
war der Speicherplatzbedarf f�ur die Datenstruktur 1.4 MB und eine Suche nach dem l�angsten
passenden Pr�a�x ben�otigte im Durchschnitt nur 2 Suchen in Tabellen Li (da in den meisten
F�allen ein Pr�a�x mit L�ange 16 oder 24 der l�angste passende Pr�a�x war und diese beiden
L�angenklassen von der Bin�arsuche zuerst durchsucht wurden). Auf einem 200MHz Pentium
Pro war die durchschnittliche Zeit f�ur eine Suche nach dem l�angsten passenden Pr�a�x 180 ns,
die l�angste gemessene Zeit war 850 ns. Diese Werte zeigen, dass das Problem des IP Pre�x
Lookup bei geeigneter Wahl der Datenstrukturen auch in Software sehr schnell gel�ost werden
kann.
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4.3 Pr�a�x-Expansion f�ur schnelleren IP Pre�x Lookup

Version 1.0 vom 10.12.2000

In Abschnitt 4.2.2 haben wir gesehen, dass die Worst-Case-Laufzeit f�ur IP Pre�x Lookup mit-
tels Bin�arsuche nach Pr�a�xl�angen O(log `) betr�agt, wobei ` die Anzahl nicht-leerer L�angen-
klassen Li ist. In der Praxis sind in Routing-Tabellen f�ur IPv4 meistens die L�angenklassen L1

bis L7 leer, w�ahrend jede der L�angenklassen L8 bis L32 tats�achlich Routing-Eintr�age enth�alt.
Es gilt dann also ` = 25. Die L�angenklassen L16 und L24 enthalten oft weitaus die mei-
sten Eintr�age (aus historischen Gr�unden: fr�uher wurden n�amlich nur Routing-Eintr�age mit
Pr�a�xl�ange 8, 16 oder 24 zugelassen). Es liegt also nahe zu betrachten, ob durch Modi�kati-
on einer Routing-Tabelle die Anzahl nicht-leerer L�angenklassen reduziert werden kann. Das
im Folgenden vorgestellte Verfahren und seine Anwendungen stammen von Srinivasan und
Varghese [SV99].

4.3.1 Expansion von Pr�a�xen

Wir nennen zwei Routing-Tabellen R1 und R2 �aquivalent, wenn f�ur jede Zieladresse k gilt,
dass Pakete mit Zieladresse k von R1 und R2 auf denselben ausgehenden Link weitergeleitet
werden. Nun wollen wir ein Verfahren kennen lernen, mit dem man die Anzahl verschiedener
Pr�a�xl�angen in einer Routing-Tabelle kleiner machen kann, ohne das Verhalten der Routing-
Tabelle zu ver�andern (d.h. die erhaltene Routing-Tabelle ist �aquivalent zur urspr�unglichen
Tabelle). Die Grundidee dabei ist: Ein Pr�a�x x der L�ange k < W kann durch zwei Pr�a�xe x0
und x1 der L�ange k+1 ersetzt werden, ohne das Verhalten der Routing-Tabelle zu ver�andern.
Jede Zieladresse, auf die das Pr�a�x x passt, muss entweder mit x0 oder x1 beginnen, und
somit werden durch die beiden Pr�a�xe x0 und x1 dieselben Adressen abgedeckt wie durch
das Pr�a�x x. Das Ersetzen von x durch x0 und x1 nennt man Expansion des Pr�a�xes x. Wir
betrachten hier der Einfachheit halber nur die Pr�a�xe und nicht die ganzen Routing-Eintr�age;
die Expansion des Pr�a�xes x bedeutet f�ur die Routing-Eintr�age, dass der Eintrag (x; y) durch
(x0; y) und (x1; y) ersetzt wird. Falls es jedoch bereits einen Eintrag (x0; y0) bzw. (x1; y0) in
der Routing-Tabelle gibt, so darf man (x0; y) bzw. (x1; y) nicht noch einmal in die Tabelle
einf�ugen: f�ur Zieladressen mit Pr�a�x x0 bzw. x1 ist in diesem Fall ja weiterhin der Eintrag
(x0; y0) bzw. (x1; y0) zust�andig. Durch j-fache Expansion eines Pr�a�x x der L�ange k erh�alt
man damit h�ochstens 2j neue Pr�a�xe der L�ange k + j.

Wenn man nun eine Routing-Tabelle mittels Pr�a�x-Expansion so modi�zieren will, dass
nur noch r verschiedene Pr�a�xl�angen vorkommen, so kann man zuerst die r L�angen `1 < `2 <
� � � < `r derjenigen L�angenklassen festlegen, die nicht-leer sein sollen. `r muss dabei minde-
stens so gross sein wie die L�ange der l�angsten Pr�a�xe in der gegebenen Routing-Tabelle, da
Pr�a�xe durch Expansion nur l�anger gemacht werden k�onnen, aber nicht k�urzer. Nun betrach-
tet man die Eintr�age der Routing-Tabelle in Reihenfolge aufsteigender Pr�a�xl�angen. Bei jeder
nicht-leeren L�angenklasse Li unterscheidet man die folgenden beiden F�alle:

� Falls i eine der L�angen `1; : : : ; `r ist, so geht man zur n�achsten L�angenklasse weiter.

� Andernfalls expandiert man jeden Pr�a�x x aus Li zu zwei Pr�a�xen x0 und x1, die man
jeweils in Li+1 einf�ugt, falls das Pr�a�x x0 bzw. x1 noch nicht in Li+1 enthalten ist.

Auf diese Weise erh�alt man eine neue Routing-Tabelle, in der nur noch die L�angenklassen
L`1 , L`2 , . . . , L`r nicht-leer sind und die zur urspr�unglichen Routing-Tabelle �aquivalent ist.
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Beispiel:Wir beginnen mit einer Routing-Tabelle, bei der die nicht-leeren L�angenklassen wie
folgt aussehen:

L1 = f(0; y1); (1; y2)g
L2 = f(10; y3)g
L3 = f(111; y4)g
L4 = f(1000; y5)g
L5 = f(11001; y6)g
L6 = f(100000; y7)g
L7 = f(1000000; y8)g

Wir haben also 7 nicht-leere L�angenklassen und insgesamt 8 Eintr�age. Reduzieren wir nun
mit dem oben angegebenen Verfahren die vorkommenden L�angen auf `1 = 2, `2 = 5 und
`3 = 7. Man beachte, dass zum Beispiel bei der Expansion des Pr�a�xes 1 aus L1 nur der
Eintrag (11; y2) in L2 eingef�ugt wird, da L2 bereits einen Eintrag mit Pr�a�x 10 enth�alt. Wir
erhalten:

L2 = f(00; y1); (01; y1); (10; y3); (11; y2)g
L5 = f(11100; y4); (11101; y4); (11110; y4); (11111; y4); (10001; y5); (10000; y5); (11001; y6)g
L7 = f(1000000; y8); (1000001; y7)g

Die neue Tabelle hat nur noch drei nicht-leere L�angenklassen, aber daf�ur insgesamt 13 Ein-
tr�age. F�ur die Bin�arsuche nach Pr�a�xl�angen ben�otigen wir mit der neuen Routing-Tabelle im
Worst-Case nur noch 2 statt 3 Schritte (im ersten Schritt Suche in L5 und im zweiten Schritt,
falls n�otig, Suche entweder in L2 oder in L7). ✦

Wir k�onnen durch Pr�a�x-Expansion also eine neue, �aquivalente Routing-Tabelle konstru-
ieren, die weniger nicht-leere L�angenklassen hat, die aber daf�ur in der Regel mehr Pr�a�xe
enth�alt. Durch die kleinere Anzahl nicht-leerer L�angenklassen ergibt sich bei verschiedenen
Verfahren zum IP Pre�x Lookup eine k�urzere Suchzeit, beispielsweise beim Verfahren der
Bin�arsuche nach Pr�a�xl�angen (Kapitel 4.2). Im n�achsten Abschnitt besch�aftigen wir uns mit
der Frage, wie man die L�angenklassen `1; : : : ; `r g�unstig w�ahlen kann, wenn man eine gegebene
Routing-Tabelle auf r nicht-leere L�angenklassen reduzieren will, wobei r vorgegeben ist.

4.3.2 Dynamische Programmierung zur Wahl der L�angenklassen

Da der Speicherplatzbedarf der meisten Datenstrukturen f�ur IP Pre�x Lookup von der An-
zahl der Pr�a�xe in der Routing-Tabelle abh�angt, ist ein erstes sinnvolles Kriterium, nach
dem man die r L�angenklassen f�ur die Pr�a�x-Expansion w�ahlen k�onnte, die Minimierung der
Gesamtanzahl von Pr�a�xen in der resultierenden Routing-Tabelle. Wir werden im Folgen-
den sehen, dass man in diesem Fall eine optimale Wahl der r L�angenklassen leicht mittels
dynamischer Programmierung (Zusammensetzen einer optimalen Gesamtl�osung aus vorher
berechneten optimalen L�osungen f�ur Teilprobleme) berechnen kann.

Sei m die maximale L�ange eines Pr�a�x in der gegebenen Routing-Tabelle. Wir de�nieren
f�ur ` 2 f0; 1; : : : ;mg und k 2 f1; 2; : : : ; rg den Wert M [`][k] als die minimale Anzahl von
Pr�a�xen, die man erh�alt, wenn man die urspr�unglichen L�angenklassen L1; : : : ; L` (f�ur ` = 0
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Berechnung der M [`][k] mittels dynamischer Programmierung

Eingabe: Werte E[k1][k2] f�ur 1 � k1 � k2 � m, Anzahl r von L�angenklassen
Ausgabe: Werte M [`][k] und P [`][k] f�ur 0 � ` �m, 1 � k � r

for ` = 0 to m do

for k = 1 to r do
if ` = 0 then M [`][k] := 0; P [`][k] := 0;
else if k = 1 then M [`][k] := E[1][`]; P [`][k] := 0;
else

M [`][k] := min0�`0<`M [`0][k � 1] +E[`0 + 1][`];
P [`][k] := das `0, f�ur das sich in der vorigen Zeile das Minimum ergab;

�;
od;

od;

Abbildung 4.3: Dynamische Programmierung zur Minimierung der Pr�a�x-Anzahl bei der Ex-
pansion in r nicht-leere L�angenklassen.

ist das die leere Menge) mittels Pr�a�x-Expansion so umwandelt, dass h�ochstens k nicht-
leere L�angenklassen verbleiben und L` die nicht-leere L�angenklasse mit der gr�ossten L�ange
ist. Der Wert M [m][r] gibt uns dann die Anzahl von Pr�a�xen an, die wir erhalten, wenn
wir durch optimale Pr�a�x-Expansion eine Routing-Tabelle mit r nicht-leeren L�angenklassen
konstruieren.

Um die Werte M [`][k] berechnen zu k�onnen, ben�otigen wir noch Hilfsvariablen E[k1][k2]
f�ur 1 � k1 � k2 �m, die angeben, wie viele Pr�a�xe in der L�angenklasse Lk2 entstehen, wenn
wir alle Pr�a�xe aus den L�angenklassen Lk1 , Lk1+1, . . . , Lk2�1 auf L�ange k2 expandieren. In
obigem Beispiel galt zum Beispiel E[3][5] = 7. Die Werte E[k1][k2] f�ur alle Paare (k1; k2)
k�onnen eÆzient berechnet und in einer Tabelle gespeichert werden (�Ubungsaufgabe).

Nun k�onnen wir die folgenden Gleichungen f�ur M [`][k] angeben:

M [`][1] = E[1][`] (f�ur alle ` � 1) (4.1)

M [0][k] = 0 (f�ur alle k � 1) (4.2)

M [`][k] = min
0�`0<`

M [`0][k � 1] +E[`0 + 1][`] (f�ur ` > 0, k > 1) (4.3)

Die Gleichung (4.1) gilt, da M [`][1] und E[1][`] identisch de�niert sind. Die Gleichung (4.2)
gilt, da aus einer leeren Menge von L�angenklassen auch durch Pr�a�x-Expansion keine neuen
Pr�a�xe entstehen. In Gleichung (4.3) ist `0 die n�achstkleinere L�ange (nach `), f�ur die wir eine
nicht-leere L�angenklasse w�ahlen. O�ensichtlich sind f�ur `0 nur Werte von 0 bis `� 1 m�oglich
(`0 = 0 bedeutet, dass wir gar keine nicht-leeren L�angenklassen mehr w�ahlen; dies ist erlaubt,
da wir f�ur M [`][k] ja nur fordern, dass es h�ochstens k nicht-leere L�angenklassen gibt). F�ur
jedes `0 setzt sich eine optimale Pr�a�x-Expansion f�ur die L�angenklassen 1; 2; : : : ; ` in k nicht-
leere L�angenklassen zusammen aus einer optimalen Pr�a�x-Expansion f�ur die L�angenklassen
1; 2; : : : ; `0 in k � 1 L�angenklassen (ergibt M [`0][k � 1] Pr�a�xe) und einer Pr�a�x-Expansion
f�ur die L�angenklassen `0 + 1; : : : ; ` in eine L�angenklasse L` (ergibt E[`

0 + 1][`] Pr�a�xe). Da
wir bei (4.3) das Minimum �uber alle m�oglichen Wahlen von `0 bilden, erhalten wir tats�achlich
den richtigen Wert f�ur M [`][k].

Mit Hilfe der obigen Formeln kann man nun leicht in Zeit O(rW 2) alle Werte M [`][k]
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berechnen. Ein Algorithmus hierzu ist in Abb. 4.3 angegeben. Hier wird zus�atzlich zu M [`][k]
noch ein Wert P [`][k] berechnet, der angibt, welches `0 in der Formel (4.3) das Minimum
ergeben hat. Am Ende der Berechnung gibt der Wert M [m][r] die optimale Pr�a�x-Anzahl an
und die r zugeh�origen Pr�a�x-L�angen (in absteigender Reihenfolge) sind gerade:

m;P [m][r]; P [P [m][r] ][r � 1]; P [P [P [m][r] ][r � 1] ][r � 2]; : : :

Wir k�onnen also f�ur jedes gegebene r mittels dynamischer Programmierung eÆzient berech-
nen, wie wir die r nicht-leeren L�angenklassen f�ur die Pr�a�x-Expansion w�ahlen m�ussen, so
dass am Ende die minimale Anzahl von Pr�a�xen in der Routing-Tabelle mit r nicht-leeren
L�angenklassen enthalten ist.

Die Gesamtanzahl von Pr�a�xen in der Routing-Tabelle ist nur eines von mehreren m�ogli-
chen Kriterien, die bei der Wahl der L�angenklassen f�ur die Pr�a�x-Expansion optimiert werden
k�onnen. Beispiele f�ur weitere sinnvolle Optimierungskriterien, f�ur die man ebenfalls mit dy-
namischer Programmierung die optimale oder eine fast-optimale Wahl der L�angenklassen
berechnen kann, sind:

� Man betrachtet eine konkrete Datenstruktur f�ur IP Pre�x Lookup (z.B. Bin�arsuche
nach Pr�a�xl�angen) und w�ahlt die L�angenklassen f�ur die Pr�a�x-Expansion so, dass
f�ur diese Datenstruktur der Speicherplatzbedarf minimiert wird (f�ur Bin�arsuche nach
Pr�a�xl�angen ist der gesamte Speicherplatzbedarf zum Beispiel gegeben durch die Anzahl
von Pr�a�xen plus die Anzahl der n�otigen Marker).

� Man betrachtet eine konkrete Datenstruktur f�ur IP Pre�x Lookup und gibt sich den
erlaubten Speicherplatzbedarf vor (z.B. bestimmt durch die Gr�osse des vorhandenen
Second-Level-Caches). Dann w�ahlt man die L�angenklassen f�ur die Pr�a�x-Expansion so,
dass der erlaubte Speicherplatzbedarf nicht �uberschritten wird und die Worst-Case-
Laufzeit f�ur die Suche nach dem l�angsten passenden Pr�a�x minimiert wird.

Im n�achsten Abschnitt wollen wir eine Variante der Tries aus Abschnitt 4.1 betrachten und se-
hen, wie diese Datenstruktur von der Pr�a�x-Expansion pro�tieren kann und wie man mittels
dynamischer Programmierung die L�angenklassen so w�ahlt, dass tats�achlich der Speicherplatz-
bedarf der Datenstruktur minimiert wird.

4.3.3 Multibit-Tries und Pr�a�x-Expansion

Der Nachteil der Tries aus Abschnitt 4.1 war, dass die Suche nach dem l�angsten passenden
Pr�a�x im Worst-Case W Schritte (Hauptspeicherzugri�e) erforderte, da in jedem Schritt nur
ein Bit der Zieladresse bearbeitet wurde. Ein Ansatz, dieses Verhalten zu verbessern, besteht
darin, in jedem Schritt nicht nur ein Bit, sondern gleich mehrere zu betrachten. Wenn man
in einem Trie-Knoten zum Beispiel die n�achsten 4 Bits der Zieladresse auf einmal betrachten
m�ochte, so muss dieser Trie-Knoten ein Feld mit 16 Elementen (f�ur alle 24 Kombinationen
dieser 4 Bits) enthalten, die ggf. auf einen anderen Trie-Knoten verweisen oder einen ausge-
henden Link spezi�zieren (oder beides). Die so erhaltenen Multibit-Tries sind also Tries, bei
denen die Beschriftungen der Kanten eines Knotens v zu seinen Kindern alle dieselbe L�ange
kv haben; statt die Beschriftungen an den Kanten zu speichern, verwenden wir bei Knoten v
ein Feld mit 2kv Elementen, in dem f�ur jede m�ogliche Kantenbeschriftung der L�ange kv steht,
ob es eine solche Kante gibt (und wohin sie f�uhrt).
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Abbildung 4.4: Multibit-Trie f�ur IP Pre�x Lookup.

Beispiel: Betrachten wir die Routing-Tabelle mit den folgenden L�angenklassen (aus dem
Beispiel aus Abschnitt 4.3.1):

L2 = f(00; y1); (01; y1); (10; y3); (11; y2)g
L5 = f(11100; y4); (11101; y4); (11110; y4); (11111; y4); (10001; y5); (10000; y5); (11001; y6)g
L7 = f(1000000; y8); (1000001; y7)g
Der entsprechende Multibit-Trie ist in Abb. 4.4 dargestellt. Die Anzahl der Bits, die in einem
Trie-Knoten ber�ucksichtigt werden, ist gleich der Di�erenz von einer nicht-leeren L�angenklasse
zur n�achsten, hier also 2 Bits in der Wurzel, 5 � 2 = 3 Bits in den Kindern der Wurzel
und 7 � 5 = 2 Bits in den Kindeskindern der Wurzel. In jedem Feldelement eines Trie-
Knotens ist die zugeh�orige Bitkombination dargestellt, der zugeh�orige ausgehende Link yi
(falls diesem Element ein Pr�a�x aus der Routing-Tabelle entspricht) und der Verweis auf
einen anderen Trie-Knoten (falls die Routing-Tabelle l�angere Pr�a�xe enth�alt, die mit dem
Pr�a�x des aktuellen Elements beginnen). Falls ein Element keinen Verweis auf einen anderen
Trie-Knoten enth�alt, so ist dies in Abb. 4.4 durch einen leeren Kreis angedeutet.

Wenn man in dem Multibit-Trie aus Abb. 4.4 nach der Zieladresse 1000010 : : : sucht,
so werden die ersten 7 Bits der Adresse in die Teile 10, 000 und 10 aufgespalten und man
folgt dem entsprechenden Pfad im Trie (d.h. �uber das Element `10: y3' im Wurzelknoten zum
Knoten in der Mitte oben und von dort �uber das Element `000: y5' zum rechtesten Knoten,
wo man schliesslich beim Element `10:' terminiert). Der letzte Wert yi, den man auf dem



56 KAPITEL 4. DAS PROBLEM DES IP PREFIX LOOKUP

Pfad gesehen hat, ist y5. Daher wird ein Paket mit Zieladresse 1000010 : : : �uber den Link y5
weitergeleitet. ✦

Die Worst-Case-Laufzeit f�ur die Suche im Multibit-Trie ist gegeben durch die Tiefe des
Trie, d.h. durch die maximale Anzahl Knoten auf einem Pfad von der Wurzel zu einem Blatt
(im Beispiel aus Abb. 4.4 ist die Tiefe gleich 3). In jedem Knoten muss man n�amlich einfach
in dem Feldelement nachsehen, dessen Index durch die n�achsten Bits der Zieladresse gegeben
ist, und dieser Zugri� ben�otigt nur konstante Zeit (und nur einen Speicherzugri�).

Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass in jeder Schicht des Trie (d.h. in jeder Menge
von Trie-Knoten mit demselben Abstand von der Wurzel) alle Knoten gleich viele Feldelemen-
te enthalten sollen. Das heisst, dass die Anzahl Bits der Zieladresse, die wir beim aktuellen
Trie-Knoten als Index verwenden, nur von der aktuellen Schicht abh�angt, aber nicht da-
von, in welchem Knoten der Schicht wir uns gerade be�nden.1 In diesem Fall entspricht jede
Schicht des Trie genau einer L�angenklasse der Routing-Tabelle (wie das auch in Abb. 4.4
der Fall war). Wenn wir durch Pr�a�x-Expansion eine gegebene Routing-Tabelle so modi�zie-
ren, dass es nur noch r nicht-leere L�angenklassen gibt, so ist die Laufzeit f�ur eine Suche im
resultierenden Multibit-Trie also O(r) (r Speicherzugri�e). Das Einf�ugen und L�oschen von
Routing-Eintr�agen l�asst sich in Multibit-Tries ebenfalls verh�altnism�assig eÆzient realisieren;
dies ist das Thema einer der �Ubungsaufgaben.

Minimierung des Speicherplatzes f�ur Multibit-Tries

Wenn eine gew�unschte Tiefe r des Multibit-Trie (und damit die Worst-Case-Anzahl von Spei-
cherzugri�en bei der Suche) vorgegeben ist, w�urde man gerne die r nicht-leeren L�angenklassen
der Routing-Tabelle so w�ahlen, dass der Speicherplatzbedarf f�ur den Multibit-Trie minimal
wird. Wir messen den Speicherplatzbedarf in Vielfachen der Gr�osse eines Feldelementes in
einem Trie-Knoten. Der Speicherplatzbedarf f�ur jeden Knoten des Trie ist dann gerade die
Anzahl seiner Feldelemente, und der f�ur den gesamten Trie ben�otigte Speicher ergibt sich aus
der Summe der Speicheranforderungen aller Knoten. F�ur den Beispiel-Trie aus Abb. 4.4 ist
der Speicherplatzbedarf beispielsweise 22 + 23 + 23 + 22 = 24.

Um mittels dynamischer Programmierung die r nicht-leeren L�angenklassen zu bestimmen,
die zu einem minimalen Speicherplatzbedarf des Multibit-Trie f�uhren, m�ussen wir uns zuerst

�uberlegen, wie viel Speicherplatz die Schicht f�ur L�angenklasse L` ben�otigt, wenn die n�achst-
kleinere nicht-leere L�angenklasse L`0 mit `0 < ` ist. Wir bezeichnen diesen Speicherplatzbedarf
mit A[`0][`] (f�ur 0 � `0 < `). Um A[`0][`] bestimmen zu k�onnen, bauen wir zuerst einen 1-Bit-
Trie T1 (wie in Abschnitt 4.1, aber ohne Pfadkomprimierung) f�ur die urspr�unglichen Pr�a�xe
auf. Sei n(i) die Anzahl von Knoten in T1, die Abstand i von der Wurzel des Trie haben und
die mindestens ein Kind haben. Man sieht nun leicht, dass

A[`0][`] = 2`�`
0 � n(`0)

gilt: in den Knoten der Schicht f�ur L`0 des Multibit-Trie verweist jedes Feldelement, das einem
Knoten im 1-Bit-Trie mit mindestens einem Kind entspricht, auf einen Knoten der Schicht f�ur
L`; also muss die Schicht f�ur L` genau n(`0) Knoten enthalten, die jeweils 2`�`

0

Feldelemente
speichern. Mit Hilfe von T1 k�onnen wir also die Werte A[`0][`] f�ur alle `0 < ` leicht berechnen.

1Man kann auch Tries betrachten, in denen die Anzahl der Feldelemente f�ur jeden Knoten anders sein darf.
Mehr zu solchen Tries mit variable stride kann man in [SV99] nachlesen.
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Abbildung 4.5: 1-Bit-Trie zur Berechnung der A[`0][`]

Beispiel: Betrachten wir wieder die Routing-Tabelle mit den folgenden nicht-leeren L�angen-
klassen:

L1 = f(0; y1); (1; y2)g
L2 = f(10; y3)g
L3 = f(111; y4)g
L4 = f(1000; y5)g
L5 = f(11001; y6)g
L6 = f(100000; y7)g
L7 = f(1000000; y8)g

Der 1-Bit-Trie f�ur diese Pr�a�xe ist in Abb. 4.5 dargestellt. Man kann leicht nachrechnen,
dass A[0][2] = 22�0 � n(0) = 4 � 1 = 4, A[2][5] = 25�2 � n(2) = 8 � 2 = 16 und A[5][7] =
27�5 � n(5) = 4 � 1 = 4 gilt. Diese Werte stimmen mit dem tats�achlichen Speicherplatzbedarf
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Berechnung der M [`][k] f�ur Multibit-Tries

Eingabe: Werte A[`0][`] f�ur 0 � `0 < ` � m, Anzahl r von L�angenklassen
Ausgabe: Werte M [`][k] und P [`][k] f�ur 0 � ` �m, 1 � k � r

for ` = 0 to m do

for k = 1 to r do
if ` = 0 then M [`][k] := 0; P [`][k] := 0;
else if k = 1 then M [`][k] := A[0][`]; P [`][k] := 0;
else

M [`][k] := min0�`0<`M [`0][k � 1] +A[`0][`];
P [`][k] := das `0, f�ur das sich in der vorigen Zeile das Minimum ergab;

�;
od;

od;

Abbildung 4.6: Dynamische Programmierung zur Minimierung des Speicherplatzbedarfs f�ur
einen Multibit-Trie mit r Schichten.

der drei Schichten im Trie mit den L�angenklassen L2, L5 und L7 �uberein (vgl. Abb. 4.4). ✦

Betrachten wir nun den Multibit-Trie, der sich ergibt, wenn man die urspr�unglichen
L�angenklassen L1; : : : ; L` (f�ur ` = 0 ist das die leere Menge) mittels Pr�a�x-Expansion so
umwandelt, dass h�ochstens k nicht-leere L�angenklassen verbleiben und L` die nicht-leere
L�angenklasse mit der gr�ossten L�ange ist. Bezeichne mit M [`][k] den minimalen Speicher-
platz f�ur die Schichten in so einem Trie ab der Wurzel bis einschliesslich der Schicht, die L`
entspricht. Es gilt:

M [`][1] = A[0][`] (f�ur alle ` � 1) (4.4)

M [0][k] = 0 (f�ur alle k � 1) (4.5)

M [`][k] = min
0�`0<`

M [`0][k � 1] +A[`0][`] (f�ur alle ` > 0, k > 1) (4.6)

Gleichung (4.4) ist richtig, da der Speicherplatzbedarf f�ur die Wurzel genau A[0][`] = 2`�n(0) =
2` ist, wenn L` die kleinste nicht-leere L�angenklasse ist. Gleichung (4.5) sagt nur aus, dass ein
leerer Trie auch keinen Speicher ben�otigt. Gleichung (4.6) stimmt, da alle M�oglichkeiten `0

f�ur die Wahl der n�achstkleineren L�angenklasse (nach L`) ber�ucksichtigt werden und f�ur jede
solche M�oglichkeit der Speicherplatzbedarf gleich der Summe

� des optimalen Speicherplatzbedarfs f�ur die Trie-Schichten zu L�angenklassen bis einsch-
liesslich L`0 mit h�ochstens k � 1 nicht-leeren L�angenklassen (ergibt M [`0][k � 1]) und

� des Speicherplatzbedarfs f�ur die Schicht der L�angenklasse L` (der gerade A[`
0][`] ist)

ist. Mit einem Algorithmus analog zu dem in Abb. 4.3 k�onnen alle Werte M [`][k] eÆzient
berechnet werden, siehe Abb. 4.6. Wenn m die gr�osste Pr�a�xl�ange in der urspr�unglichen
Routing-Tabelle war, dann kann man aus M [m][r] den minimalen Speicherplatzbedarf eines
Multibit-Tries mit r Schichten f�ur diese Routing-Tabelle ablesen. Die optimale Wahl der
nicht-leeren L�angenklassen kann man wieder aus den Variablen P [`][k] bestimmen.

Das Aufbauen des 1-Bit-Trie T1 und die Berechnung der Werte n(i) und A[`0][`] k�onnen
in Zeit O(NW +W 2) realisiert werden. Die Berechnung der Werte M [`][k] dauert O(rW 2)
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Zeit. Insgesamt erhalten wir also in Zeit O(NW + rW 2) eine optimale Wahl von r nicht-
leeren L�angenklassen, so dass der Speicherplatzbedarf des sich ergebenden Multibit-Trie mit
r Schichten minimal ist.

4.4 Weitere Ans�atze zur Realisierung des IP Pre�x Lookup

In einer Arbeit von Feldmann und Muthukrishnan [FM00] wurde eine Datenstruktur f�ur
IP Pre�x Lookup vorgestellt, die einen Tradeo� zwischen der Worst-Case-Laufzeit f�ur die
Suche nach dem l�angsten passenden Pr�a�x und der Worst-Case-Laufzeit f�ur Aktualisierungen
der Routing-Tabelle erm�oglicht. In dieser Arbeit wird auch die allgemeinere Problemvariante
untersucht, bei der Pakete nicht nur anhand der Zieladresse, sondern aufgrund mehrerer
Parameter (z.B. Adresse des Senders, Pakettyp, etc.) klassi�ziert werden m�ussen.

Bei den dort vorgestellten Verfahren wird eine Datenstruktur f�ur Bereichsanfragen (engl.
range location) zu Hilfe genommen. F�ur eine gegebene Unterteilung der ganzen Zahlen von
0 bis U in Teilintervalle erm�oglicht eine Datenstruktur f�ur Bereichsanfragen, f�ur jedes k 2
f0; 1; : : : ; Ug eÆzient zu entscheiden, in welchem der Intervalle k liegt. Die besten bekannten
dynamischen Datenstrukturen f�ur Bereichsanfragen werden in [AT00] diskutiert.

Andere Vorschl�age f�ur die Realisierung des IP Pre�x Lookup mittels Trie-basierter Da-
tenstrukturen �ndet man in [DBCP97] und [NK98]. Auch zu hardware-basierten Verfahren
(mittels content-addressable memory) gibt es Untersuchungen.
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Kapitel 5

Online-Zugangskontrolle und

Routing in ATM-Netzen

Version 1.02, 18.12.2002

ATM (Asynchronous Transfer Mode) ist ein �Ubertragungsmodus, bei dem alle Daten in Zellen
gleicher Gr�osse (53 Bytes) asynchron �ubertragen werden. Die Zellen vieler verschiedener Da-
tenstr�ome k�onnen sich die Kapazit�at eines Links teilen, indem die Zellen nacheinander �uber
den Link �ubertragen werden (Zeitmultiplex). Asynchron bedeutet hier, dass die Zellen eines
Datenstroms nicht notwendigerweise periodisch Zugang zu dem Link bekommen. Das Routing
in ATM-Netzen wird mittels kurzer Identi�er (Virtual Channel Identi�er und Virtual Path

Identi�er) in den Zellen realisiert. Beim Aufbau einer Verbindung f�ur einen Datenstrom wird
auf allen Links auf einem Pfad vom Sender zum Empf�anger die entsprechende Bandbreite re-
serviert, die dann diesem Datenstrom garantiert zur Verf�ugung steht. Dabei darf die Summe
der Bandbreitenanforderungen von Datenstr�omen durch denselben Link nat�urlich nicht die
Kapazit�at des Links �uberschreiten. Deshalb ist in einem ATM-Netz Zugangskontrolle n�otig,
d.h. man muss einen Teil der Verbindungsw�unsche ablehnen, um die Bandbreitengarantien
f�ur die akzeptierten Verbindungen einhalten zu k�onnen.

In der Realit�at ist die Situation etwas komplexer, da die einzelnen Datenstr�ome nicht
dauernd mit derselben Rate senden, sondern gelegentlich Bursts mit hohen Raten haben und
dazwischen zeitweise mit einer geringeren Rate senden (man denke etwa an eine MPEG-
komprimierte Video�ubertragung). Auch kann ein Datenstrom neben der Bandbreitenreser-
vierung noch weitere Anforderungen haben, z.B. eine Grenze f�ur die akzeptable Verz�ogerung
bei interaktiver Kommunikation. Das Anbieten solcher G�utegarantien bez�uglich eines oder
mehrerer Parameter wird oft als guaranteed quality of service bezeichnet. Wir wollen uns
hier aber auf einer abstrakteren Ebene mit ATM-Netzen besch�aftigen und nur Bandbrei-
tenreservierung ber�ucksichtigen. Wir nehmen an, dass jeder Verbindungswunsch den Sender,
den Empf�anger und eine Bandbreitenanforderung spezi�ziert. Das Netzwerk muss f�ur je-
den Verbindungswunsch entscheiden, ob die Verbindung abgelehnt oder akzeptiert wird (Zu-
gangskontrolle). F�ur akzeptierte Verbindungen muss der Pfad vom Sender zum Empf�anger
festgelegt werden, den der Datenstrom nimmt (Routing). Die Entscheidungen f�ur einen Ver-
bindungswunsch m�ussen getro�en werden, ohne Wissen �uber zuk�unftige Verbindungsw�unsche
zu haben; ein solches Szenario nennt man online (im Gegensatz zu einem O�ine-Szenario,
bei dem der Algorithmus die vollst�andige Information �uber alle Eingabedaten kennt). Dabei
will man ein Kriterium optimieren, das von den akzeptierten Verbindungsw�unschen abh�angt:
beispielsweise die Anzahl der akzeptierten Verbindungsw�unsche oder die Summe der Band-
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breitenanforderungen der akzeptierten Verbindungsw�unsche. Wir betrachten im Folgenden
das letztere Kriterium; dieses entspricht einer Maximierung des Pro�ts des Netzbetreibers,
wenn die Kosten einer Verbindung proportional zur daf�ur reservierten Bandbreite sind.

Im n�achsten Abschnitt geben wir ein Modell f�ur Online-Zugangskontrolle und Routing in
Netzen mit Bandbreitenreservierung an und erkl�aren, wie wir die Qualit�at eines Algorithmus
f�ur diese Problemstellung bewerten wollen. Danach lernen wir einen Algorithmus f�ur dieses
Problem kennen und analysieren ihn.

5.1 Problemmodellierung

Das Netzwerk ist durch einen gerichteten Graphen G = (V;E) gegeben, der aus jV j = n
Knoten und jEj = m Kanten (Links) besteht. Jeder Link e 2 E hat eine Kapazit�at u(e).
Nun werden nacheinander k Verbindungsw�unsche �1, �2, . . . , �k an das Netzwerk gestellt.
Die Sequenz dieser k Verbindungsw�unsche bezeichnen wir mit � = (�1; : : : ; �k). Jeder Ver-
bindungswunsch �i ist durch ein Tupel mit vier Komponenten gegeben:

�i = (si; ti; bi; �i)

Dabei ist si 2 V der Sender, ti 2 V der Empf�anger, bi die �Ubertragungsrate (Bandbreitenan-
forderung) und �i der Gewinn, den der Netzbetreiber bei Akzeptierung des Verbindungs-
wunsches �i erh�alt. Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass akzeptierte Verbindungen
unbegrenzt lange aktiv bleiben. Ferner nehmen wir an, dass �i = n �bi gilt, dass also der Pro�t
einer Verbindung proportional zur �Ubertragungsrate ist (der Faktor n ist eine Normalisierung,
die sich sp�ater als n�utzlich erweist).

Realistischere Modelle lassen sich mit �ahnlichen Methoden behandeln und analysieren.
Man kann zum Beispiel Verbindungen zulassen, die endliche Dauern haben oder deren �Uber-
tragungsrate sich �uber die Dauer der Verbindung �andert. Man kann auch erlauben, dass
der Pro�t um einen gewissen Faktor von n � bi abweicht. Wir wollen hier aber nicht auf
diese Verallgemeinerungen eingehen, da die grunds�atzliche Technik (Routing entlang k�urzester
Pfade bez�uglich einer exponentiellen Kostenfunktion f�ur die Links) dieselbe ist.

Ein Algorithmus f�ur Online-Zugangskontrolle und Routing bearbeitet die Verbindungs-
w�unsche �1; : : : ; �k nacheinander in dieser Reihenfolge und muss f�ur jeden Verbindungswunsch
�i ohne Wissen �uber die sp�ateren Verbindungsw�unsche entscheiden, ob �i akzeptiert oder
abgelehnt wird. Falls �i akzeptiert wird, so muss ein Pfad Pi von si nach ti in G bestimmt
werden, entlang dem �i geroutet wird. Zu jeder Zeit muss f�ur jede Kante e 2 E gelten, dass
die Summe der �Ubertragungsraten bi aller akzeptierten Verbindungsw�unsche, deren Pfad Pi
die Kante e enth�alt, h�ochstens u(e) ist. Verbindungsw�unsche, die bereits akzeptiert wurden,
k�onnen nachtr�aglich nicht mehr abgebrochen werden.

Sei A(�) die Summe der Pro�te �i aller Verbindungsw�unsche, die der Online-Algorithmus
A bei Eingabe � akzeptiert. Sei OPT (�) die Summe der Pro�te aller akzeptierten Verbin-
dungsw�unsche einer optimalen L�osung A� f�ur �, d.h. einer Auswahl von akzeptierten Verbin-
dungsw�unschen und Pfaden f�ur diese Verbindungsw�unsche, so dass die Kapazit�atsschranken
eingehalten werden und die Summe der Pro�te aller akzeptierten Verbindungsw�unsche maxi-
mal ist. Man beachte, dass kein Online-Algorithmus immer die optimale L�osung liefern kann,
da ihm die zuk�unftigen Verbindungsw�unsche nicht bekannt sind.

Wir sagen, dass der Online-Algorithmus A kompetitive Rate c � 1 hat, wenn f�ur jede
Eingabe � gilt, dass OPT (�)=A(�) � c ist. Einen solchen Algorithmus nennen wir auch
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c-kompetitiv. Der Pro�t, den ein c-kompetitiver Online-Algorithmus f�ur Zugangskontrolle
und Routing liefert, ist immer h�ochstens um Faktor c kleiner als der optimale Pro�t. Die
kompetitive Rate bei Online-Algorithmen ist �aquivalent zur Approximationsrate bei O�ine-
Algorithmen.

5.2 Der Algorithmus f�ur Zugangskontrolle und Routing

Sei � = 2n + 2 und sei umin = mine2E u(e). Wir ben�otigen die Annahme, dass f�ur jeden
Verbindungswunsch �i gilt, dass

bi � umin

log�
: (5.1)

Das heisst, jede Verbindung kann h�ochstens einen 1= log �-Anteil der Kapazit�at einer Kante
belegen. Da der Trend zu Netzen mit immer h�oherer Linkbandbreite geht, ist diese Annahme
in der Praxis oft erf�ullt.

Die normalisierte Last auf Kante e direkt vor Bearbeitung von �j durch den Online-
Algorithmus (d.h. die Summe der Bandbreitenanforderungen bi aller zu diesem Zeitpunkt
akzeptierten Verbindungsw�unsche, deren Pfad Pi die Kante e enth�alt, geteilt durch die Kapa-
zit�at u(e) dieser Kante) wird mit �e(j) bezeichnet. Mit �e(k+ 1) wird die normalisierte Last
auf Kante e nach Bearbeitung aller k Verbindungsw�unsche bezeichnet.

Der Algorithmus l�asst sich nun wie folgt spezi�zieren.

� Sei �j der n�achste zu bearbeitende Verbindungswunsch. De�niere f�ur jede Kante e 2 E:

ce(j) = u(e) �
�
��e(j) � 1

�
(5.2)

� Weise nun jeder Kante die Kosten

wj(e) =
bj
u(e)

ce(j)

zu und berechne einen k�urzesten Pfad P von sj nach tj bez�uglich dieser Kantenkosten
wj(e) (zum Beispiel mit dem Algorithmus von Dijkstra, siehe Kapitel 3.1).

� Falls der k�urzeste Pfad P L�ange h�ochstens �j hat, d.h.
P

e2P
bj
u(e)ce(j) � �j , dann

akzeptiere den Verbindungswunsch �j und weise �j den Pfad Pj = P zu; andernfalls,
lehne den Verbindungswunsch �j ab.

Die Grundidee des Algorithmus ist also, f�ur jede Kante einen Kostenwert zu de�nieren, der
exponentiell in der normalisierten Kantenlast ist, und einen Verbindungswunsch genau dann
zu akzeptieren, wenn der k�urzeste Pfad vom Sender zum Empf�anger bez�uglich dieser Kosten-
werte nicht teurer ist als der Pro�t des Verbindungswunsches.

5.2.1 Analyse des Algorithmus

Wir teilen die Analyse des Algorithmus in drei Lemmas auf. Das erste Lemma setzt den vom
Algorithmus nach Bearbeitung von j erreichten Pro�t mit den Werten ce(j+1) in Beziehung.
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Lemma 5.1 Sei 0 � j � k und sei Aj die Menge der Indizes der vom Algorithmus akzep-

tierten Verbindungsanfragen unter �1; �2; : : : ; �j . Dann gilt:

2 log �
X
i2Aj

�i �
X
e2E

ce(j + 1)

Beweis. Wir beweisen das Lemma per Induktion nach j. F�ur j = 0 steht auf beiden Seiten
der Ungleichung 0, die Ungleichung ist daher richtig (Induktionsanfang). Nehmen wir nun an,
die Ungleichung sei f�ur alle Indizes kleiner als j richtig und betrachten wir die Bearbeitung
von �j . Falls �j abgelehnt wird, so �andern sich beide Seiten der Ungleichung nicht und sie
bleibt weiterhin g�ultig. Wenn �j akzeptiert wird, so wird die linke Seite der Ungleichung um
2�j log � gr�osser und die rechte Seite um

P
e2Pj

(ce(j + 1) � ce(j)). Es reicht also zu zeigen,
dass X

e2Pj

(ce(j + 1)� ce(j)) � 2�j log�

gilt, dann muss die Ungleichung aus der Behauptung des Lemmas auch f�ur j gelten.
Nach De�nition von ce(j) gilt f�ur e 2 Pj :

ce(j + 1)� ce(j) = u(e) �
�
�
�e(j)+

bj
u(e) � ��e(j)

�

= u(e)��e(j)
�
�

bj
u(e) � 1

�

= u(e)��e(j)
�
2

bj
u(e)

log � � 1

�

Aufgrund der Annahme (5.1) gilt
bj
u(e) log � � 1. Da f�ur 0 � x � 1 gilt, dass 2x � 1 � x,

erhalten wir:

ce(j + 1)� ce(j) � u(e)��e(j)
bj
u(e)

log �

= bj�
�e(j) log �

= bj

�
ce(j)

u(e)
+ 1

�
log�

= log �

�
bj
u(e)

ce(j) + bj

�

= log � (wj(e) + bj)

Wenn wir die so erhaltene Ungleichung �uber alle e 2 Pj aufsummieren und
P

e2Pj
wj(e) � �j

verwenden (dies gilt, weil �j akzeptiert wurde), so erhalten wir:

X
e2Pj

(ce(j + 1)� ce(j)) � log � (�j + jPj j � bj) :

Da jPj j � bj � n � bj = �j ist, folgt

X
e2Pj

(ce(j + 1)� ce(j)) � log � (�j + �j) = 2�j log �
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und damit die Induktionsbehauptung. ut
Als n�achstes wollen wir eine obere Schranke f�ur den Pro�t derjenigen Verbindungsw�unsche

herleiten, die in der optimalen L�osung akzeptiert werden, aber nicht in der vom Algorithmus
berechneten L�osung.

Lemma 5.2 Sei Q die Menge der Indizes von Verbindungsw�unschen, die in der optimalen

L�osung A� akzeptiert werden, aber nicht vom Online-Algorithmus. Sei ` = maxQ. Dann giltP
j2Q �j <

P
e2E ce(`).

Beweis. F�ur j 2 Q bezeichnen wir mit P �
j den Pfad, den die optimale L�osung dem Verbin-

dungswunsch �j zugewiesen hat. Da �j vom Online-Algorithmus abgelehnt wurde und da die
Werte ce(j) mit j monoton wachsen, gilt:

�j <
X
e2P �

j

wj(e) =
X
e2P �

j

bj
u(e)

ce(j) �
X
e2P �

j

bj
u(e)

ce(`)

Wenn wir diese Ungleichung �uber alle j 2 Q aufsummieren, erhalten wir:

X
j2Q

�j <
X
j2Q

X
e2P �

j

bj
u(e)

ce(`)

=
X
e2E

X
j2Q:e2P �

j

bj
u(e)

ce(`)

=
X
e2E

ce(`)
X

j2Q:e2P �

j

bj
u(e)

�
X
e2E

ce(`)

Die letzte Ungleichung ist richtig, da die optimale L�osung die Kapazit�atsschranken einhalten
muss und daher

P
j2Q:e2P �

j

bj
u(e) � 1 gelten muss. ut

Der Pro�t der optimalen L�osung ist beschr�ankt durch den Pro�t der Verbindungsw�unsche
mit Index inQ plus den Pro�t der Verbindungsw�unsche mit Index inAk, der vom Algorithmus
berechneten L�osung. Wie die folgende Rechnung zeigt, folgt aus den Lemmas 5.1 und 5.2
bereits, dass OPT (�) � (2 log �+ 1) �A(�) gilt.

OPT (�) �
X
i2Q

�i +
X
i2Ak

�i

<
X
e2E

ce(`) +
X
i2Ak

�i

�
X
e2E

ce(k + 1) +
X
i2Ak

�i

� 2 log �
X
i2Ak

�i +
X
i2Ak

�i

= (2 log �+ 1)
X
i2Ak

�i = (2 log �+ 1)A(�)
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Wir m�ussen nur noch nachweisen, dass die vom Algorithmus berechnete L�osung die Kapa-
zit�atsschranken einh�alt.

Lemma 5.3 Sei Ak die Menge der Indizes der vom Online-Algorithmus akzeptierten Verbin-

dungsw�unsche. F�ur jede Kante e 2 E gilt:
P

j2Ak:e2Pj
bj � u(e).

Beweis. Beweis durch Widerspruch. Nehmen wir an, dass der Algorithmus nach der Annahme
des Verbindungswunsches �j zum ersten Mal eine Kantenkapazit�at �uberschreitet. Sei e die
betro�ene Kante. Es muss

�e(j) > 1� bj
u(e)

gelten, da e in Pj enthalten sein muss und die normalisierte Last auf e nach der Annahme von

�j gleich �e(j) +
bj
u(e) > 1 ist. Unter Verwendung der De�nition von ce(j) und Annahme (5.1)

erhalten wir:

ce(j)

u(e)
= ��e(j) � 1 > �

1�
bj
u(e) � 1 � �

1� 1
log � � 1 =

�

2
� 1 =

2n+ 2

2
� 1 = n

Also gilt
P

e02Pj
wj(e

0) � wj(e) =
bj
u(e)ce(j) > bjn = �j . Dies ist ein Widerspruch dazu, dass �j

angenommen und �uber den Pfad Pj geroutet wurde, da die Kosten des Pfades dann h�ochstens
�j = n � bj sein m�ussten. ut

Die Ergebnisse k�onnen in dem folgenden Satz zusammengefasst werden.

Satz 5.4 Der Online-Algorithmus f�ur Zugangskontrolle und Routing �uberschreitet nie die
Kantenkapazit�aten und erzielt kompetitive Rate O(log n). Er erzielt f�ur jede Sequenz � von

Verbindungsw�unschen einen Pro�t A(�), der h�ochstens um den Faktor 2 log(2n+2)+1 kleiner
ist als der Pro�t einer optimalen L�osung.

5.3 Literaturhinweise

Der vorgestellte Algorithmus f�ur Online-Zugangskontrolle und Routing in ATM-Netzen stammt
von Awerbuch, Azar und Plotkin [AAP93], wobei dort die Problemvariante mit endlichen Dau-
ern betrachtet wird. Die Darstellung hier orientiert sich an dem �Uberblicksartikel von Plotkin
[Plo95].
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Kapitel 6

Wellenl�angenzuteilung in optischen

WDM-Netzen

Version 1.0, 07.01.2001

In optischen Kommunikationsnetzen werden Daten mit Laserstrahlen durch Glasfaserkabel

�ubertragen. Hauptvorteile der optischen �Ubertragung sind die extrem hohe Bandbreite, die
Glasfaserkabel bieten, und die geringen Bitfehlerraten. Ein einziges Glasfaserkabel bietet ei-
ne Bandbreite im Bereich von 25{30 THz und erm�oglicht damit �Ubertragungsraten bis zu
mehreren Terabits (1012 Bits) pro Sekunde. Zum Beispiel k�onnten alle Telefongespr�ache, die
weltweit zur selben Zeit gef�uhrt werden, problemlos durch ein einziges Glasfaserkabel �uber-
tragen werden.

Ein Problem bei der Nutzung dieser hohen Bandbreite ist, dass herk�ommliche elektro-
nische Komponenten Signale im Terahertz-Bereich nicht verarbeiten k�onnen. Abhilfe scha�t
die Technologie des Wellenl�angen-Multiplex (WDM, wavelength-division multiplexing), bei
der die Bandbreite eines Glasfaserkabels in Kan�ale mit verschiedenen Wellenl�angen aufgeteilt
wird. Daten verschiedener Verbindungen k�onnen dann mittels Laserstrahlen verschiedener
Wellenl�angen gleichzeitig durch dasselbe Glasfaserkabel �ubertragen werden. Auf einer Wel-
lenl�ange werden Daten typischerweise mit Raten wie 2.4Gbps (Gigabits pro Sekunde) oder
10Gbps �ubertragen. Mit Hilfe optischer Add-Drop-Multiplexer (ADM) k�onnen einzelne Wel-
lenl�angen in ein optisches Netz eingespeist oder daraus extrahiert werden. Die elektronischen
Komponenten des Netzes m�ussen dann nur die Bitrate einer einzelnenWellenl�ange verarbeiten
k�onnen, was problemlos m�oglich ist.

Ferner gibt es frei kon�gurierbare optische Switches, die die eingehenden Signale abh�angig
von ihrer Wellenl�ange auf beliebige ausgehende Links weiterleiten k�onnen, ohne dass die
Signale zwischenzeitlich in elektronische Form umgewandelt werden m�ussen. Die Weiterleitung
ist damit so gut wie verz�ogerungsfrei. Die Wellenl�ange eines Signals kann aber mit den heute
verf�ugbaren optischen Switches bei der Weiterleitung nicht ver�andert werden.

Wenn ein Kommunikationsnetz aus Glasfaserkabeln und solchen optischen Switches auf-
gebaut ist, so kann eine Verbindung von Knoten u zu Knoten v eingerichtet werden, indem
entlang eines Pfades von u nach v eine Wellenl�ange f�ur diese Verbindung reserviert wird
und alle Switches entlang des Pfades so kon�guriert werden, dass die mit dieser Wellenl�ange
ankommenden Daten auf den n�achsten Link des Pfades weitergeleitet werden.

Da der Weg der Daten durch das Netz nach Einrichtung der Verbindung nur noch von der
Wellenl�ange abh�angt, wird diese Art des Routings auch als Wellenl�angenrouting bezeichnet.
Ein Vorteil dabei ist auch, dass das Netz v�ollig unabh�angig von der Art der �ubertragenen Da-
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ten und den verwendeten Protokollen ist: die Daten werden abh�angig von ihrer Wellenl�ange
durch das Netz geleitet, unabh�angig davon, ob es sich um Audio-Daten, eine Video-�Ubertra-
gung oder Sonstiges handelt.

6.1 Problemde�nitionen

Wie oben beschrieben muss bei der Einrichtung einer Verbindung entlang eines Pfades eine
Wellenl�ange f�ur die Verbindung reserviert werden. Die Zuordnung muss kon
iktfrei sein, d.h.
zwei Verbindungen, deren Pfade denselben Link enthalten, d�urfen nicht dieselbe Wellenl�ange
erhalten. Die Anzahl der verf�ugbaren Wellenl�angen ist eine beschr�ankte Ressource: die Kosten
f�ur das Netz sind umso gr�osser, je mehr Wellenl�angen unterst�utzt werden m�ussen. Heute sind
zum Beispiel Systeme mit h�ochstens etwa 80 Wellenl�angen kommerziell verf�ugbar. Daher ist
es sinnvoll, das Optimierungsproblem zu betrachten, f�ur eine Menge von Verbindungsanfragen
die Pfade und Wellenl�angen so zuzuordnen, dass die Anzahl der n�otigen Wellenl�angen mini-
miert wird. Da man sich die Wellenl�angen als Farben vorstellen kann, wird dieses Problem
auch Routing und Pfadf�arbung (engl. routing and path coloring, RPC) genannt. Wenn die Pfa-
de eindeutig bestimmt (das ist in Netzen mit Baumtopologie der Fall) oder fest vorgegeben
sind, spricht man einfach von Pfadf�arbung (engl. path coloring, PC).

Das Netz wird als symmetrisch gerichteter Graph G = (V;E) modelliert, d.h. als gerich-
teter Graph, bei dem f�ur jede Kante (u; v) auch die antiparallele Kante (v; u) enthalten ist.
Eine Verbindungsanfrage r ist durch den Sender sr und den Empf�anger tr bestimmt. F�ur die
Einrichtung der Verbindung r muss ein gerichteter Pfad P (r) in G von sr nach tr und eine
Farbe (Wellenl�ange) w(r) bestimmt werden. Eine Zuordnung von Pfaden und Farben an Ver-
bindungsanfragen heisst kon
iktfrei, wenn f�ur jede Kante e 2 E und jede Farbe w h�ochstens
eine Anfrage existiert, deren Pfad e enth�alt und der die Farbe w zugeordnet ist.

Somit l�asst sich das Problem RPC wie folgt de�nieren.

Problem RoutingAndPathColoring (RPC)

Instanz: symmetrisch gerichteter Graph G = (V;E), Menge R von Verbindungsanfragen
der Form r = (sr; tr) mit sr; tr 2 V

L�osung: kon
iktfreie Zuordnung von gerichteten Pfaden P (r) und Farben w(r) f�ur alle
r 2 R

Ziel: minimiere die Anzahl verwendeter Farben

F�ur den Fall von eindeutig bestimmten oder vorgegebenen Pfaden erhalten wir das Pro-
blem PC.

Problem PathColoring (PC)

Instanz: symmetrisch gerichteter Graph G = (V;E), Menge P von gerichteten Pfaden
in G

L�osung: kon
iktfreie Zuordnung von Farben w(p) f�ur alle p 2 P
Ziel: minimiere die Anzahl verwendeter Farben

Die Probleme RPC und PC sind relevant, wenn ein optisches Netz entworfen wird oder
wenn die verf�ugbaren Wellenl�angen eines existierenden Netzes ausreichen, um alle Verbindun-
gen einzurichten. Wenn die in einem existierenden Netz verf�ugbaren W Wellenl�angen nicht
ausreichen, um alle gew�unschten Verbindungen kon
iktfrei einzurichten, so m�ochte man zu-
mindest eine m�oglichst grosse Anzahl der Verbindungsanfragen akzeptieren. Hier ergibt sich
das so genannte MaxRPC-Problem.
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Problem MaximumRoutingAndPathColoring (MaxRPC)

Instanz: symmetrisch gerichteter Graph G = (V;E), Menge R von Verbindungsanfragen
der Form r = (sr; tr) mit sr; tr 2 V , Anzahl W verf�ugbarer Wellenl�angen

L�osung: Wahl einer Teilmenge R0 � R und kon
iktfreie Zuordnung von gerichteten
Pfaden P (r) und Farben w(r) 2 f1; 2; : : : ;Wg f�ur alle r 2 R0

Ziel: maximiere jR0j
Auch hier gibt es wieder die ProblemvarianteMaxPC, in der die Pfade bereits vorgegeben

sind.
Der Spezialfall W = 1 von MaxRPC und MaxPC f�uhrt zu einem sehr grundlegenden

Optimierungsproblem, dem Finden einer maximalen Anzahl kantendisjunkter Pfade. Diese
Problem wird alsMEDP (engl. maximum edge-disjoint paths) bezeichnet, falls die Pfade vom
Algorithmus zu w�ahlen sind, und alsMEDPwPP (engl.MEDP with pre-speci�ed paths), falls
die Pfade vorgegeben sind.

Problem MaximumEdgeDisjointPaths (MEDP)
Instanz: symmetrisch gerichteter Graph G = (V;E), Menge R von Verbindungsanfragen

der Form r = (sr; tr) mit sr; tr 2 V
L�osung: Wahl einer Teilmenge R0 � R und Zuordnung von kantendisjunkten gerichteten

Pfaden P (r) f�ur alle r 2 R0

Ziel: maximiere jR0j
Alle in diesem Abschnitt de�nierten Probleme k�onnen auch f�ur ungerichtete Pfade in

ungerichteten Graphen untersucht werden. Wir beschr�anken uns hier aber auf die Betrachtung
der Varianten mit gerichteten Pfaden in symmetrisch gerichteten Graphen.

6.2 �Uberblick �uber bekannte Ergebnisse

Die im vorigen Abschnitt de�nierten Probleme wurden f�ur verschiedene Netztopologien un-
tersucht. Einige Topologien sind in Abb. 6.1 dargestellt. Nicht zu sehen ist hier die Topologie
eines Baums von Ringen. B�aume von Ringen sind induktiv wie folgt de�niert:

1. Ein einzelner Ring ist ein Baum von Ringen.

2. Wenn B1 undB2 B�aume von Ringen sind, so ist auch der GraphB ein Baum von Ringen,
der aus B1 und B2 durch Identi�zierung eines Knotens von B1 mit einem Knoten von
B2 entsteht.

Da Ringe in optischen Netzen recht verbreitet sind, ist es interessant, B�aume von Ringen als
Netztopologie zu betrachten.

F�ur manche Topologien konnten polynomielle Algorithmen gefunden werden, die immer
optimale L�osungen liefern. In den meisten Topologien erwiesen sich die Probleme aber als
NP-schwer und es wurden Approximationsalgorithmen vorgeschlagen. Die Tabellen 6.1, 6.2
und 6.3 geben einen �Uberblick �uber bisher gefundene Ergebnisse. In den n�achsten Abschnitten
werden wir Algorithmen f�ur einen Teil der Topologien genauer betrachten, wobei wir uns vor
allem mit Pfadf�arbungsalgorithmen befassen.
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Kette Stern Baum Ring 2D−Gitter

Abbildung 6.1: Einige Netztopologien

Ergebnisse f�ur RPC und PC

PC in Kette polynomiell
PC in Stern polynomiell
PC in Baum NP-schwer, 5

3 -Approximationsalgorithmus [EJK+99]
PC in Ring NP-schwer, 3

2 -Approximationsalgorithmus [Kar80]
RPC in Ring NP-schwer, 2-Approximationsalgorithmus [WW98]

RPC in 2D-Gitter NP-schwer, (log logn)O(1)-Approximation [Rab96]
RPC in Baum von Ringen NP-schwer, 10

3 -Approximationsalgorithmus

Tabelle 6.1: Ergebnisse f�ur RPC und PC

Ergebnisse f�ur MEDP und MEDPwPP

MEDP in Kette polynomiell
MEDP in Stern polynomiell
MEDP in Baum NP-schwer, 5

3 -Approximationsalgorithmus [EJ98]
MEDP in Ring polynomiell
MEDPwPP in Ring polynomiell
MEDP in 2D-Gitter NP-schwer, O(1)-Approximationsalgorithmus [KT95]
MEDP in allg. Graphen NP-schwer, O(pm)-Approximationsalgorithmus [Kle96]

mit m Kanten

Tabelle 6.2: Ergebnisse f�ur MEDP und MEDPwPP

Ergebnisse f�ur MaxRPC und MaxPC

MaxPC in Kette polynomiell
MaxPC in Stern polynomiell
MaxPC in Baum NP-schwer, 2:22-Approximationsalgorithmus
MaxPC in Ring NP-schwer, e

e�1 � 1:58-Approximationsalgorithmus

MaxRPC in Ring NP-schwer, e
e�1 � 1:58-Approximationsalgorithmus

MaxRPC in 2D-Gitter NP-schwer, O(1)-Approximationsalgorithmus
MaxRPC in allg. Graphen NP-schwer, O(pm)-Approximationsalgorithmus

mit m Kanten

Tabelle 6.3: Ergebnisse f�ur MaxRPC und MaxPC
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6.3 Algorithmen f�ur Pfadf�arbung

Zuerst betrachten wir Ketten und B�aume. In diesen Topologien sind die Pfade eindeutig
bestimmt. F�ur eine gegebene Menge P von Pfaden bezeichnen wir f�ur e 2 E mit L(e) die
Last der Kante e, d.h. die Anzahl der Pfade in P , die e enthalten. Sei Lmax = maxe2E L(e) die
maximale Kantenlast. O�ensichtlich ist Lmax eine untere Schranke f�ur die Anzahl von Farben
in einer optimalen F�arbung der gegebenen Pfade.

6.3.1 Pfadf�arbung in Ketten

In Ketten stellt sich heraus, dass es tats�achlich immer eine F�arbung mit Lmax Farben gibt.
Wir stellen uns die Knoten der Kette von links nach rechts aufsteigend durchnummeriert vor.
Diejenigen Pfade, die in der Kette von links nach rechts laufen, sind v�ollig unabh�angig von
den Pfaden in der anderen Richtung. Daher k�onnen die Pfade in verschiedenen Richtungen
unabh�angig voneinander mit denselben Farben gef�arbt werden. Der folgende, sehr einfache
Algorithmus berechnet eine F�arbung mit Lmax Farben f�ur Pfade mit derselben Richtung.

� Bearbeite die Pfade in der Reihenfolge aufsteigender linker Endknoten. Ordne jedem
Pfad die kleinste Farbnummer zu, so dass kein Kon
ikt mit einem bereits gef�arbten
Pfad erzeugt wird.

Um PC in Ketten zu l�osen, wendet man diesen Algorithmus einfach nacheinander auf die
Pfade beider Richtungen an.

Satz 6.1 Der angegebene Algorithmus berechnet f�ur Pfade in Ketten in polynomieller Zeit

eine optimale F�arbung mit Lmax Farben.

Beweis. O�ensichtlich l�asst sich der Algorithmus in polynomieller Zeit implementieren. Wei-
ter ist klar, dass der Algorithmus mindestens Lmax Farben ben�otigt. Wir zeigen nun per
Induktion nach der Anzahl bearbeiteter Pfade, dass h�ochstens Lmax Farben verwendet wer-
den. Dabei betrachten wir o.B.d.A. die Pfade, die von links nach rechts laufen.

Zu Anfang (bevor ein Pfad gef�arbt wurde) ist die Behauptung richtig. Nehmen wir an,
dass die Induktionsbehauptung nach der Bearbeitung von k Pfaden richtig ist und sei p
der (k + 1)-te Pfad, der bearbeitet wird. Sei (u; v) die erste Kante von p. Da alle vorher
bearbeiteten Pfade ihre linken Endknoten nicht rechts von u haben, enthalten alle vorher
bearbeiteten Pfade, die den Pfad p schneiden, ebenfalls die Kante (u; v). Da h�ochstens Lmax

Pfade die Kante (u; v) enthalten k�onnen, gibt es h�ochstens Lmax�1 Pfade, die bereits gef�arbt
sind und die p schneiden. Wenn p die kleinste freie Farbe zugeordnet wird, so liegt diese freie
Farbe also immer unter den ersten Lmax Farben. ut

6.3.2 Pfadf�arbung in B�aumen

Im Gegensatz zu Ketten ist das Pfadf�arbungsproblem in B�aumen NP-schwer, sogar bereits
in Bin�arb�aumen. In B�aumen gibt es ausserdem nicht immer eine F�arbung mit Lmax Farben.
Beispielsweise sind in Abb 6.2 f�unf Pfade in einem Baum dargestellt, f�ur die Lmax = 2 gilt,
f�ur deren F�arbung aber drei Farben n�otig sind.
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c d

e

f

Abbildung 6.2: Instanz von PC in B�aumen

Wir erinnern uns, dass man die Pr�aordernummerierung eines Baumes erh�alt, wenn man
die Knoten der Baumes in der Reihenfolge durchnummeriert, in der sie von einem Pr�aorder-
durchlauf besucht werden (Abschnitt 3.2.1). Betrachten wir den folgenden Algorithmus f�ur
Pfadf�arbung in B�aumen:

� Zu Anfang sind alle Pfade ungef�arbt.

� Bearbeite die Knoten des Baumes in Reihenfolge ihrer Pr�aordernummern.

� Bei Knoten v betrachte alle ungef�arbten Pfade, die v ber�uhren, in beliebiger Reihenfolge
und ordne jedem die kleinste m�ogliche Farbnummer zu, so dass kein Kon
ikt entsteht.

Satz 6.2 Der angegebene Algorithmus berechnet f�ur Pfade in B�aumen in polynomieller Zeit

eine F�arbung mit h�ochstens 2Lmax � 1 Farben. Da die optimale Farbanzahl mindestens Lmax

ist, ist der Algorithmus ein 2-Approximationsalgorithmus.

Beweis. O�ensichtlich l�auft der Algorithmus in polynomieller Zeit und liefert eine kon
ikt-
freie F�arbung. Wir beweisen mittels Induktion nach der Anzahl bearbeiteter Pfade, dass der
Algorithmus h�ochstens 2Lmax � 1 Farben verwendet.

Zu Anfang (bevor ein Pfad gef�arbt wurde) ist die Behauptung richtig. Nehmen wir an,
dass die Induktionsbehauptung nach der Bearbeitung von k Pfaden richtig ist und sei p der
(k + 1)-te Pfad, der bearbeitet wird. Sei v der Knoten, bei dem p bearbeitet wird. Da alle
vorher gef�arbten Pfade einen Knoten mit Pr�aordernummer kleiner gleich der von v ber�uhren,
m�ussen alle vorher gef�arbten Pfade, die den Pfad p schneiden, den Knoten v ber�uhren und
den Pfad p in einer zu v inzidenten Kante schneiden. Da p h�ochstens zwei zu v inzidente
Kanten enth�alt, kann p also h�ochstens 2(Lmax � 1) bereits gef�arbte Pfade schneiden. Unter
den ersten 2Lmax�1 Farben �ndet man also immer eine, die p kon
iktfrei zugewiesen werden
kann. ut

Der beste bekannte Algorithmus verwendet zur Pfadf�arbung in B�aumen h�ochstens
�
5
3Lmax

�
Farben. Das Grundprinzip des Algorithmus ist �ahnlich zu dem oben angegebenen, allerdings
werden bei der Bearbeitung eines Knotens v die ungef�arbten Pfade, die v ber�uhren, alle
zusammen betrachtet und mittels einer erheblich komplizierteren Methode so gef�arbt, dass
insgesamt h�ochstens

�
5
3Lmax

�
Farben verwendet werden und auf den zwei gerichteten Kanten

zwischen zwei Knoten h�ochstens etwa 4
3Lmax Farben. Wir wollen hier jedoch nicht n�aher auf

diesen komplizierteren Algorithmus eingehen.
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6.3.3 Pfadf�arbung in Ringen

Wir betrachten das Problem RPC in Ringen. F�ur jede Verbindungsanfrage muss der Algorith-
mus einen der beiden m�oglichen Pfade (im oder gegen den Uhrzeigersinn) im Ring w�ahlen und
dann eine Farbe zuordnen. Die Minimierung der Farbanzahl ist auch hier NP-schwer, doch
es gibt wiederum einen sehr einfachen Algorithmus, der eine konstante Approximationsrate
liefert:

� W�ahle zwei beliebige benachbarte Knoten u und v im Ring und \schneide" die Kanten
(u; v) und (v; u) durch. Man erh�alt so eine Kette mit Endknoten u und v.

� Betrachte die gegebenen Verbindungsanfragen als Pfade in der Kette und verwende den
optimalen Algorithmus f�ur Ketten aus Abschnitt 6.3.1.

Satz 6.3 Der angegebene Algorithmus ist ein 2-Approximationsalgorithmus f�ur RPC in Rin-

gen.

Beweis. Sei S� eine optimale L�osung f�ur das Pfadf�arbungsproblem mit OPT Farben und sei
L� die maximale Kantenlast der Pfade, die S� den Verbindungsanfragen zuordnet. Sei L die
maximale Kantenlast der Pfade, die der angegebene Algorithmus den Verbindungsanfragen
zuweist. Man kann zeigen, dass L � 2L� gilt (�Ubungsaufgabe). Da OPT � L� gilt, folgt
L � 2OPT . Der Algorithmus ben�otigt nur L Farben, um die Pfade in der Kette zu f�arben
(Satz 6.1). ut

Interessanterweise ist noch kein Approximationsalgorithmus f�ur RPC in (symmetrisch
gerichteten) Ringen bekannt, f�ur den als Approximationsrate eine Konstante kleiner als 2
bewiesen werden konnte.

6.3.4 Pfadf�arbung in B�aumen von Ringen

Betrachten wir schliesslich noch RPC in B�aumen von Ringen. Auch dieses Problem ist NP-
schwer, da RPC ja bereits f�ur einen einzelnen Ring NP-schwer ist. Die Idee, bei Ringen
einfach einen beliebigen Ring \durchzuschneiden", liefert auch hier einen einfachen Approxi-
mationsalgorithmus mit konstanter Approximationsrate:

� W�ahle in jedem Ring des Baums von Ringen zwei beliebige benachbarte Knoten u und v
und schneide die Kanten (u; v) und (v; u) durch. Der verbleibende Graph ist ein Baum.

� Verwende nun den Algorithmus f�ur Pfadf�arbung in B�aumen mit 5
3Lmax Farben.

Satz 6.4 Der angegebene Algorithmus ist ein 10
3 -Approximationsalgorithmus f�ur RPC in

B�aumen von Ringen.

Beweis. Sei S� eine optimale L�osung f�ur das Pfadf�arbungsproblem mit OPT Farben und sei
L� die maximale Kantenlast der Pfade, die S� den Verbindungsanfragen zuordnet. Sei L die
maximale Kantenlast der Pfade, die der angegebene Algorithmus den Verbindungsanfragen
zuweist. Man kann auch hier wieder zeigen, dass L � 2L� gilt (�Ubungsaufgabe). Da OPT � L�

gilt, folgt L � 2OPT . Der Algorithmus ben�otigt h�ochstens 5
3L � 10

3 OPT Farben, um die
Pfade im Baum zu f�arben. ut
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Algorithmus A

Eingabe: Graph G, Menge P von Pfaden, Anzahl W von Farben
Ausgabe: disjunkte Teilmengen P1,. . . ,PW von P (jedes Pi kantendisjunkt)
begin

for i = 1 to W do
begin

Pi := A1(G;P );
P := P n Pi;
end

end

Abbildung 6.3: Reduktion von MaxPC auf MEDPwPP

6.4 Reduktion von MaxRPC auf MEDP

In diesem Abschnitt wollen wir ein allgemeines Verfahren (verwendet unter anderem in
[AAF+96]) kennen lernen, mit dem man Approximationsalgorithmen f�ur MaxRPC bzw. f�ur
MaxPC in einer Netztopologie erh�alt, wenn man bereits einen �-Approximationsalgorithmus
f�ur MEDP bzw. MEDPwPP in dieser Topologie hat. Wir betrachten dieses Verfahren am
Beispiel von MaxPC und MEDPwPP, f�ur MaxRPC und MEDP funktioniert es analog.

Sei A1 ein �-Approximationsalgorithmus f�ur MEDPwPP, d.h. f�ur jede Menge P von ge-
richteten Pfaden in einem symmetrisch gerichteten Graphen G liefert A1(G;P ) eine Menge
P 0 � P von Pfaden, die kantendisjunkt sind, so dass jP 0j mindestens z�=� Pfade enth�alt,
wobei z� die Anzahl von Pfaden in einer optimalen L�osung f�ur MEDPwPP ist. Wir erhalten
einen Approximationsalgorithmus A f�ur MaxPC, indem wir bei einer Instanz mit W Farben
den Algorithmus A1 einfach W -mal nacheinander aufrufen, wie in Abb. 6.3 angegeben.

Satz 6.5 Wenn A1 ein �-Approximationsalgorithmus f�ur MEDPwPP ist, so hat der Algo-

rithmus A aus Abb. 6.3 Approximationsrate h�ochstens

1

1� e�1=�
� �+ 1

f�ur MaxPC.

Beweis. Sei ai = jPij f�ur i = 1; 2; : : : ;W . Die von Algorithmus A berechnete L�osung f�ur
MaxPC besteht aus a1+a2+� � �+aW Pfaden. Sei O� die Menge von Pfaden in einer optimalen
L�osung f�ur das MaxPC-Problem, und sei OPT = jO�j die Anzahl von Pfaden in O�. Da A1

ein �-Approximationsalgorithmus f�ur MEDPwPP ist, gilt f�ur k = 1; 2; : : : ;W :

ak � OPT � (a1 + a2 + � � �+ ak�1)

�W
(6.1)

Wenn der Algorithmus A1 zum k-ten mal aufgerufen wird, sind n�amlich h�ochstens a1 +
a2 + � � � + ak�1 der Pfade aus O� bereits einer Menge Pi zugeordnet, und da die restlichen
mindestens OPT � (a1+ a2+ � � �+ ak�1) Pfade in O

� mit W Farben gef�arbt werden k�onnen,
gibt es in P zu diesem Zeitpunkt noch eine Menge von (OPT � (a1 + a2 + � � � + ak�1))=W
kantendisjunkten Pfaden.
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Wir behaupten nun, dass f�ur k = 1; : : : ;W gilt:

a1 + a2 + � � �+ ak � OPT �
�
1� (1� 1

�W
)k
�

(6.2)

Wir beweisen die Ungleichung (6.2) mittels Induktion nach k. F�ur k = 1 folgt die Ungleichung
direkt aus (6.1).

Sei nun k > 1 und nehmen wir an, dass die Ungleichung (6.1) f�ur k � 1 richtig ist. Wir
k�onnen wie folgt rechnen:

a1 + � � � + ak � a1 + � � �+ ak�1 +
OPT � (a1 + a2 + � � �+ ak�1)

�W
(wegen (6.1))

= (a1 + � � �+ ak�1)

�
1� 1

�W

�
+

OPT

�W

� OPT �
�
1� (1� 1

�W
)k�1

�
�
�
1� 1

�W

�
+

OPT

�W
(Induktionsannahme)

= OPT �
�
1� (1� 1

�W
)k
�

Mit k =W erhalten wir also, dass der Algorithmus A mindestens

OPT �
�
1� (1� 1

�W
)W
�

Pfade mit den W zur Verf�ugung stehenden Farben f�arbt. Da die Folge (1 � 1
n)

n bekannter-
massen mit wachsendem n von unten gegen e�1 konvergiert, gilt:

1� (1� 1

�W
)W = 1�

�
(1� 1

�W
)�W

�1=�

� 1� (e�1)1=� = 1� e�1=�

Damit folgt, dass Algorithmus A Approximationsrate h�ochstens 1=(1 � e�1=�) hat. Da ex �
1 + x gilt, folgt e1=� � 1 + 1

� =
�+1
� und damit e�1=� � �

�+1 . Damit erhalten wir

1

1� e�1=�
� 1

1� �
�+1

= �+ 1

und haben so den Satz vollst�andig bewiesen. ut
Der Satz 6.5 gilt auch f�ur MaxRPC und MEDP (statt f�ur MaxPC und MEDPwPP). Der

Beweis f�ur diese modi�zierte Aussage funktioniert v�ollig analog.
Der Satz 6.5 besagt, dass unabh�angig von der Topologie des Netzes die Approximationsrate

f�ur MaxPC (bzw. MaxRPC) schlimmstenfalls um eine kleine Konstante schlechter ist als die
f�ur MEDPwPP (bzw. MEDP). Im wesentlichen reicht es also, f�ur jede Topologie die Probleme
MEDP und MEDPwPP gut zu l�osen und dann mit dem obigen Verfahren Algorithmen f�ur
MaxRPC und MaxPC zu erhalten.

Wenn der Algorithmus A1 f�ur MEDP oder MEDPwPP sogar die optimale L�osung berech-
net, also ein 1-Approximationsalgorithmus ist, so erh�alt man mit Satz 6.5 Approximationsrate
1=(1 � 1=e) � 1:58 f�ur MaxRPC oder MaxPC. Dies ist zum Beispiel in Ringen der Fall, da
man dort MEDP und MEDPwPP in polynomieller Zeit optimal l�osen kann.
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6.5 Optimaler Multicast in optischen WDM-Netzen

Version 1.01, 15.01.2001

In diesem Kapitel wollen wir uns wieder mit dem Problem von Routing und Pfadf�arbung
(RPC) besch�aftigen, diesmal jedoch f�ur Mengen R von Verbindungsanfragen, die eine ganz
besondere Eigenschaft haben: Wir nehmen an, dass bei allen Verbindungsanfragen in R der-
selbe ausgezeichnete Knoten s der Sender ist. Die Empf�anger aller k Verbindungsanfragen
sind verschiedene Knoten t1; : : : ; tk des Netzes. Instanzen von Pfadf�arbungsproblemen mit
solchen Mengen von Verbindungsanfragen werden auch als Multicast-Instanzen bezeichnet.
Man will wieder versuchen, den Anfragen kon
iktfrei Pfade und Farben zuzuordnen, so dass
die Anzahl verwendeter Farben minimiert wird.

Als Anwendung k�onnte man sich vorstellen, dass s ein Hochleistungs-Server ist, der an
die Knoten t1 bis tk jederzeit ohne Verz�ogerung grosse Datenmengen ausliefern k�onnen muss.
(Dabei k�onnen an verschiedene Knoten ti durchaus verschiedene Daten geschickt werden,
diesbez�uglich ist der Begri� Multicast hier etwas irref�uhrend.)

Anders als in den vorhergehenden Abschnitten lassen wir jetzt ausserdem beliebige ge-

richtete Graphen zur Modellierung des optischen Netzes zu, nicht nur symmetrisch gerichtete
Graphen.

F�ur eine gegebene Menge R von Anfragen bezeichnen wir jede Zuordnung von gerichteten
Pfaden an die Anfragen in R als Routing. Mit L�(R) bezeichnen wir die maximale Kantenlast
bei demjenigen Routing f�ur die Anfragen aus R, das die maximale Kantenlast minimiert.
Mit W �(R) bezeichnen wir die minimale Farbanzahl, die n�otig ist, um den Verbindungsan-
fragen in R kon
iktfrei Pfade und Farben zuzuordnen. Wir werden nun einen Algorithmus
f�ur Multicast-Instanzen kennen lernen, der eÆzient ein Routing und eine F�arbung der Pfade
liefert, so dass gleichzeitig die maximale Kantenlast und die Farbanzahl minimiert werden.
Der Algorithmus stammt aus [BHP98].

Satz 6.6 Seien ein gerichteter Graph G = (V;E) und eine Menge R von Anfragen gegeben,

wobei alle Anfragen denselben Sender s haben. Es gibt einen polynomiellen Algorithmus, der

den Anfragen in R kon
iktfrei Pfade und Farben zuweist, so dass die maximale Kantenlast

L�(R) und die verwendete Farbanzahl W �(R) ist. Dabei gilt immer L�(R) =W �(R).

Ein Beispiel f�ur eine Multicast-Instanz und eine optimale L�osung mit 2 Farben ist in
Abb. 6.4 dargestellt. Die Instanz besteht aus vier Anfragen, die jeweils den Knoten s mit
einem der grauen Knoten verbinden. Die zwei verwendeten Farben sind durch durchgezogene
bzw. gestrichelte Linien repr�asentiert. Man kann leicht sehen, dass hier L�(R) = W �(R) = 2
gilt.

Man beachte, dass die Gleichung L�(R) =W �(R) bei allgemeinen Instanzen nicht richtig
ist. In Abb. 6.2 war beispielsweise eine Instanz mit f�unf Pfaden in einem Baum dargestellt,
bei der L�(R) = 2 und W �(R) = 3 galt.

In den folgenden Abschnitten werden wir nach und nach die Details des Algorithmus
erarbeiten, dessen Existenz in Satz 6.6 behauptet wird. Dieser Algorithmus macht intensiven
Gebrauch von einer Unterroutine zur Berechnung des maximalen Flusses von einem Knoten
s zu einem Knoten t in einem Netzwerk mit Kantenkapazit�aten (siehe Kapitel 1.3.3).

6.5.1 Minimierung der maximalen Kantenlast

In diesem Abschnitt betrachten wir zuerst das einfachere Problem, den gegebenen Anfra-
gen Pfade zuzuordnen, so dass die maximale Kantenlast minimiert wird. Die Zuweisung von
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s s

Abbildung 6.4: Multicast-Instanz (links) und optimale L�osung mit 2 Farben (rechts).

Farben ignorieren wir vorerst einfach.
Sei eine Multicast-Instanz durch einen gerichteten Graphen G = (V;E) und eine Menge

R von k Anfragen gegeben, die alle den Knoten s 2 V als Sender haben. Sei T = ft1; : : : ; tkg
die Menge der Empf�anger der k Anfragen in R.

Betrachten wir zuerst das Problem, wie man f�ur ein gegebenes L testen kann, ob ein
Routing mit maximaler Kantenlast L existiert. Dabei beobachten wir, dass ein Routing ver-
gleichbar ist mit einem Fluss, der von der Quelle s zu den Empf�angern t1; : : : ; tk der Anfragen

iesst und der bei jedem Empf�anger ti genau eine Flusseinheit abliefert. Wir k�onnen den Test
daher auf ein Flussproblem in einem Graphen G0 = (V 0; E0) zur�uckf�uhren, den wir wie folgt
aus G erhalten:

� Wir f�ugen einen neuen Quellknoten s0 und eine Kante (s0; s) mit Kapazit�at 1 ein.

� Wir f�ugen eine neue Senke t0 und k Kanten (ti; t
0), f�ur 1 � i � k, jeweils mit Kapazit�at 1

ein.

� Die Kapazit�at aller Kanten von G setzen wir auf L.

F�ur die Instanz aus Abb. 6.4 ist der Graph G0 in Abb. 6.5 dargestellt.
Wir behaupten nun, dass das folgende Lemma gilt.

Lemma 6.7 Es gibt genau dann ein Routing mit maximaler Kantenlast h�ochstens L, wenn
es im Graphen G0 einen Fluss von s0 nach t0 mit Wert genau k gibt.

Beweis. Die Korrektheit des Lemmas kann man sich wie folgt klar machen:

� Wenn es ein Routing mit Kantenlast h�ochstens L gibt, so kann man den Fluss auf jeder
Kante von G gleich der Anzahl Pfade durch diese Kante setzen, den Fluss auf den
Kanten (ti; t

0) auf 1, und den Fluss auf der Kante (s0; s) auf k. Man erh�alt auf diese
Weise einen g�ultigen Fluss von s0 nach t0 mit Wert k.

� Umgekehrt kann man aus einem g�ultigen Fluss von s0 nach t0 mit Wert k (bei dem ohne
Einschr�ankung angenommen werden darf, dass der Fluss auf jeder Kante ganzzahlig ist,
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Abbildung 6.5: Flussproblem im Graphen G0 f�ur den Test, ob L�(R) � L.

siehe Abschnitt 1.3.3) ein Routing mit maximaler Kantenlast h�ochstens L bekommen,
indem man nacheinander einzelne Pfade p von s0 nach t0, die nur Kanten mit positivem
Fluss enthalten, berechnet, den Teilpfad von p von Knoten s bis zum letzten Knoten
ti vor t als Routing f�ur die Anfrage von s nach ti verwendet, entlang des Pfades p den
Fluss um 1 erniedrigt, und schliesslich das Verfahren wiederholt, bis das Routing f�ur
alle Anfragen bestimmt ist.

Damit ist das Lemma bewiesen. ut
Der optimale Wert L�(R) liegt irgendwo zwischen 1 und k. Wir k�onnen einfach alle Werte

von 1 bis k f�ur L ausprobieren und gem�ass Lemma 6.7 jeweils mittels eines Flussalgorithmus
testen, ob es ein Routing mit Last h�ochstens L gibt. Das kleinste L, f�ur das wir ein Routing
�nden, muss dann gleich L�(R) sein. Da es sehr eÆziente polynomielle Algorithmen f�ur das
Flussproblem gibt, ist die Gesamtlaufzeit ebenfalls polynomiell. Um Rechenzeit zu sparen,
k�onnen wir die lineare Suche im Bereich [1; k] nach L�(R) auch durch eine Bin�arsuche ersetzen
und ben�otigen dann nur O(log k) Aufrufe des Flussalgorithmus.

Eine Schnittbedingung

Im n�achsten Abschnitt ben�otigen wir dann noch eine Aussage �uber die Kapazit�at von Schnit-
ten in G0, die wir hier noch herleiten wollen. In Kapitel 1.3.3 haben wir bereits das ber�uhmte
Max-Flow-Min-Cut-Theorem kennen gelernt, das wir hier noch einmal wiederholen:

Satz 6.8 (Ford und Fulkerson, 1956) Der maximale Wert eines Flusses in G ist gleich

der minimalen Kapazit�at eines Schnittes in G.

Da der maximale Wert eines Flusses in G0 f�ur L = L�(R) gleich k ist, folgt also, dass jeder
Schnitt in G0 Kapazit�at mindestens k haben muss.

F�ur disjunkte Knotenmengen A und B bezeichnen wir im Folgenden mit m(A;B) immer
die Anzahl der Kanten, die im aktuell betrachteten Graphen von A nach B laufen.

Sei durch S � V und �S = V n S eine Unterteilung von V in zwei disjunkte Teilmengen
gegeben. Betrachten wir den Schnitt C = (fs0g [ S; ft0g [ �S) in G0. Wir beobachten:
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� Falls s 2 �S, so ist die Kapazit�at von C gleich 1, da die Kante (s0; s) im Schnitt liegt.

� Andernfalls ist die Kapazit�at von C gleich jS \ T j+ L �m(S; �S).

Da jeder Schnitt in G0 (f�ur L = L�(R)) Kapazit�at mindestens k haben muss, folgt das folgende
Lemma.

Lemma 6.9 F�ur alle S � V mit s 2 S gilt jS \ T j+ L�(R) �m(S; �S) � k.

6.5.2 Minimierung der Farbanzahl

Nun sind wir bereit, zus�atzlich zum Routing auch das F�arbungsproblem zu betrachten. Wir
werden auch dieses Problem auf ein Flussproblem in einem Graphen G00 zur�uckf�uhren. Die
Grundidee dabei ist, dass wir f�ur jede Farbe j eine Kopie Gj des Graphen G erzeugen, so
dass der Fluss in Gj gerade den Pfaden entspricht, die die Farbe j zugeordnet bekommen.

Nehmen wir an, dass wir testen wollen, ob es eine kon
iktfreie Zuordnung von Pfaden und
Farben mit h�ochstens W Farben gibt. Der Graph G00 = (V 00; E00) wird wie folgt konstruiert.

� Wir beginnen mit W disjunkten Kopien des Graphen G = (V;E), wobei die j-te Kopie
als Gj = (Vj ; Ej) bezeichnet wird. F�ur einen Knoten v 2 V bezeichnen wir mit v(j) die
Kopie von v in Gj . Die Kopien der Knoten von T in Gj werden mit Tj bezeichnet. Alle
Kanten in den Kopien Gj erhalten Kapazit�at 1.

� Wir f�ugen einen neuen Knoten s00 ein und die Kanten (s00; s(j)) f�ur 1 � j � W , jeweils
mit Kapazit�at 1.

Diese Kanten erlauben, dass die Pfade, die bei s00 starten, sich eine beliebige Farbe j
\aussuchen" k�onnen und dann e�ektiv in Gj bei s

(j) beginnen.

� Wir f�ugen k neue Knoten t0i, 1 � i � k, ein und f�ur jeden solchen Knoten t0i die W

Kanten (t
(j)
i ; t0i) mit Kapazit�at jeweils 1.

Die neuen Knoten t0i \sammeln" die Pfade aus allen Gj auf, die jeweils bei t
(j)
i an-

kommen. Dies ist n�otig, da vorab nicht klar ist, welche der W Farben der Pfad f�ur die
Anfrage mit Empf�anger ti letztendlich bekommen soll. In der L�osung soll dann nat�urlich

in genau einer der W Kopien von G tats�achlich ein Pfad zu t
(j)
i f�uhren.

� Wir f�ugen einen neuen Knoten t00 und die k Kanten (t0i; t
00) f�ur 1 � i � k ein, jeweils

mit Kapazit�at 1.

Diese Kanten sorgen daf�ur, dass der ganze Fluss am Ende zu t00 laufen kann, wobei von
jedem t0i aber nur genau eine Flusseinheit kommen darf (da in der L�osung ja nur ein
Pfad f�ur die Anfrage mit Empf�anger ti enthalten sein darf).

F�ur die Instanz aus Abb. 6.4 ist der Graph G00 f�ur W = 2 in Abb. 6.6 dargestellt, wobei alle
nicht beschrifteten Kanten Kapazit�at 1 haben.

Wir behaupten nun, dass das folgende Lemma gilt.

Lemma 6.10 Es gibt genau dann eine kon
iktfreie Zuordnung von Pfaden und h�ochstens

W Farben an die Anfragen in einer Multicast-Instanz, wenn es im f�ur W Farben konstruierten

Graphen G00 einen Fluss von s00 nach t00 mit Wert genau k gibt.
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Abbildung 6.6: Flussproblem im Graphen G00 f�ur den Test, ob W �(R) �W .

Beweis. Der Beweis der Korrektheit dieses Lemmas ist �ahnlich zu dem von Lemma 6.7:

� Nehmen wir an, es gibt eine kon
iktfreie Zuordnung von Pfaden und h�ochstens W
Farben an die Anfragen. Wir setzen den Fluss auf allen Kanten in G00 anfangs auf 0. F�ur
jeden Pfad p mit Farbe j, der einer Anfrage mit Sender s und Empf�anger ti zugeordnet
ist, erh�ohen wir den Fluss auf der Kante (s00; s(j)), auf dem p entsprechenden Pfad in

Gj und auf den Kanten (t
(j)
i ; t0i) und (t0i; t

00) um Eins. Man erh�alt auf diese Weise einen
g�ultigen Fluss von s00 nach t00 mit Wert k.

� Umgekehrt kann man aus einem g�ultigen Fluss von s00 nach t00 mit Wert k (bei dem
wieder ohne Einschr�ankung angenommen werden darf, dass der Fluss auf jeder Kante
ganzzahlig ist) folgendermassen eine kon
iktfreie Zuordnung von Pfaden und h�ochstens
W Farben zu den Anfragen in R. Man berechnet nacheinander einzelne Pfade p von
s00 nach t00, die nur Kanten mit positivem Fluss enthalten. Von jedem solchen Pfad p

streicht man die erste Kante (s00; s(j)) und die letzten beiden Kanten (t
(j)
i ; t0i) und (t

0
i; t

00).
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Abbildung 6.7: Fluss mit Wert 4 im Graphen G00 f�ur W = 2.

Man erh�alt so einen Pfad p0 von s(j) nach t
(j)
i in Gj . Schliesslich ordnet man der Anfrage

von s nach ti den p0 entsprechenden Pfad von s nach ti in G und die Farbe j zu. Nun
erniedrigen wir den Fluss auf allen Kanten von p um 1 und wiederholen das Verfahren,
bis ein Fluss mit Wert 0 �ubrig bleibt.

Da bei einem g�ultigen Fluss mit Wert k f�ur jeden Knoten t0i genau eine eingehende Kante

(t
(j)
i ) Fluss 1 haben muss, �nden wir mit dem angegebenen Verfahren genau einen Pfad

f�ur jede der gegebenen Verbindungsanfragen.

Damit ist das Lemma bewiesen. ut
Zur Veranschaulichung des Lemmas ist in Abb. 6.7 ein Fluss mit Wert 4 in dem Graphen

G00 f�ur W = 2 aus Abb. 6.6 dargestellt. Man sieht, dass der Fluss in G00 genau den gef�arbten
Pfaden der optimalen L�osung f�ur die Instanz in Abb. 6.4 entspricht.

Der optimale Wert W �(R) liegt zwischen 1 und k. Analog zu Abschnitt 6.5.1 kann man
daher W �(R) und das zugeh�orige Routing und die Farbzuordnung berechnen, indem man
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Abbildung 6.8: Skizze zum Beweis von Lemma 6.11

O(log k) Aufrufe eines Flussalgorithmus durchf�uhrt.

6.5.3 Gleichheit von L�(R) und W �(R)

In den vorigen Abschnitten haben wir gesehen, dass man sowohl ein Routing mit maximaler
Kantenlast L�(R) als auch ein Routing und die zugeh�orige Pfadf�arbung mit minimaler Farban-
zahlW �(R) eÆzient mit Hilfe eines Flussalgorithmus berechnen kann. Daraus folgt aber noch
nicht, dass L�(R) =W �(R) gilt. Dies wollen wir daher im Folgenden noch beweisen.

Dazu m�ussen wir nur zeigen, dass es in dem Netzwerk G00, das wir f�ur W = L�(R)
konstruieren, tats�achlich einen Fluss mit Wert k von s00 nach t00 gibt. Mit Hilfe des Max-Flow-
Min-Cut-Theorems folgt das, wenn wir zeigen k�onnen, dass jeder Schnitt in diesem Netzwerk
G00 Kapazit�at mindestens k hat.

Lemma 6.11 Betrachte das Netzwerk G00 = (V 00; E00), das f�ur W = L�(R) konstruiert wird.
Sei S � (V 00 n fs00; t00g) und �S = V 00 n (S [ fs00; t00g) eine beliebige Partition von V 00 n fs00; t00g.
Dann hat der Schnitt C = (S [ fs00g; �S [ ft00g) Kapazit�at mindestens k.

Beweis. Sei Sj = S\Vj und �Sj = �S\Vj, f�ur 1 � j �W . Wir setzen T0 = ft01; t02; : : : ; t0kg und
de�nieren S0 = S\T0 und �S0 = �S\T0. Abbildung 6.8 zeigt eine Skizze zur Veranschaulichung
dieser Bezeichnungen und der folgenden Argumente.

Falls f�ur irgendein j der Knoten s(j) nicht in Sj enthalten ist, so hat der Schnitt C
Kapazit�at 1. Im Folgenden nehmen wir daher an, dass f�ur alle j, 1 � j � W , der Knoten
s(j) in Sj enthalten ist.
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Die Kapazit�at c(C) des Schnittes C l�asst sich nun durch folgende Formel angeben:

c(C) =
WX
j=1

m(Sj; �Sj) +
WX
j=1

m(Sj; �S0) + jS0j

Da wir W = L�(R) gesetzt haben, folgt aus Lemma 6.9, dass f�ur alle j, 1 � j � W , die
Ungleichung jSj \ Tj j +W �m(Sj ; �Sj) � k gilt. Diese Ungleichung teilen wir durch W und
erhalten:

1

W
jSj \ Tj j+m(Sj ; �Sj) � k

W
(6.3)

Nun k�onnen wir c(C) wie folgt absch�atzen:

c(C) =
WX
j=1

m(Sj; �Sj) +
WX
j=1

m(Sj; �S0) + jS0j

=

WX
j=1

�
m(Sj; �Sj) +m(Sj ; �S0) +

1

W
jS0j

�

(wir verwenden nun, dass m(Sj; S0) � jS0j gilt)

�
WX
j=1

�
m(Sj; �Sj) +m(Sj ; �S0) +

1

W
m(Sj ; S0)

�

�
WX
j=1

�
m(Sj; �Sj) +

1

W
m(Sj; T0)

�

=

WX
j=1

�
m(Sj; �Sj) +

1

W
jSj \ Tj j

�

(nun setzen wir Ungleichung (6.3) ein)

�
WX
j=1

k

W
= k

Damit erhalten wir c(C) � k und haben das Lemma bewiesen. ut
Lemma 6.11 zeigt, dass jeder Schnitt in G00 f�ur W = L�(R) Kapazit�at mindestens k hat.

Daher gibt es in G00 einen Fluss von s00 nach t00 mit Wert k, und nach Lemma 6.10 gibt es dann
eine kon
iktfreie Zuordnung von Pfaden und h�ochstens L�(R) Farben an die Anfragen in R.
Da immerW �(R) � L�(R) gilt, erhalten wir somit, dass f�ur Multicast-Instanzen in beliebigen
gerichteten Graphen immer W �(R) = L�(R) gilt. Damit haben wir alle Behauptungen von
Satz 6.6 vollst�andig bewiesen.
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Kapitel 7

Ausfallsicherheit von Netzen

Version 1.01, 31.01.2001

Ein wichtiges Ziel beim Entwurf der Topologie von Kommunikationsnetzen ist Ausfallsicher-
heit. Man m�ochte vermeiden, dass der Ausfall eines Netzknotens oder einer Verbindung (z.B.
durch den Bruch eines Glasfaserkabels) zur Folge hat, dass Teile des Netzes von anderen
Teilen abgeschnitten werden und nicht mehr miteinander kommunizieren k�onnen. In diesem
Kapitel werden wir sehen, wie man solche Anforderungen graphentheoretisch formalisieren
kann und wie man einige sich daraus ergebende Probleme algorithmisch sehr eÆzient l�osen
kann.

7.1 Der Knoten- und Kantenzusammenhang von Graphen

Zwei Eigenschaften eines Graphen, die mit der Ausfallsicherheit des entsprechenden Kommu-
nikationsnetzes im obigen Sinn zu tun haben, sind Knotenzusammenhang und Kantenzusam-

menhang. Wir betrachten im Folgenden diese Eigenschaften nur f�ur ungerichtete Graphen.
Es sei aber angemerkt, dass diese Konzepte auch auf gerichtete Graphen angewendet werden
k�onnen.

De�nition 7.1 (Kantendisjunkte Pfade) Sei G = (V;E) ein ungerichteter Graph und

seien x und y zwei verschiedene Knoten von G. Zwei Pfade p1 und p2 von x nach y heissen

kantendisjunkt, falls sie keine Kante gemeinsam haben.

De�nition 7.2 (Kantenzusammenhang) Ein ungerichteter Graph G = (V;E) heisst k-
fach kantenzusammenh�angend (engl. k-edge-connected), falls es f�ur jedes Paar (x; y) verschie-
dener Knoten von G mindestens k kantendisjunkte Pfade von x nach y gibt. Der Kantenzu-
sammenhang von G ist das maximale k, f�ur das G k-fach kantenzusammenh�angend ist.

De�nition 7.3 (Knotendisjunkte Pfade) Sei G = (V;E) ein ungerichteter Graph und

seien x und y zwei verschiedene Knoten von G. Zwei Pfade p1 und p2 von x nach y heissen

knotendisjunkt, falls sie ausser dem Startknoten x und dem Endknoten y keinen Knoten
gemeinsam haben.

De�nition 7.4 (Knotenzusammenhang) Ein ungerichteter Graph G = (V;E) heisst k-
fach knotenzusammenh�angend (engl. k-connected), falls es f�ur jedes Paar (x; y) verschiedener
Knoten von G mindestens k knotendisjunkte Pfade von x nach y gibt. Der Knotenzusammen-
hang von G ist das maximale k, f�ur das G k-fach knotenzusammenh�angend ist.

85
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Man beachte, dass Knotenzusammenhang und Kantenzusammenhang f�ur k = 1 �aquiva-
lent sind und dass die 1-fach knoten- bzw. kantenzusammenh�angenden Graphen genau die
Graphen sind, die wir bisher einfach als zusammenh�angend bezeichnet haben.

Graphen, die 2-fach knotenzusammenh�angend sind, werden im Englischen als biconnec-
ted graphs bezeichnet. Der vollst�andige Graph mit n Knoten ist (n � 1)-fach knoten- und
kantenzusammenh�angend.

Bez�uglich Ausfallsicherheit von Netzen interessiert uns, ob ein Graph noch zusammenh�an-
gend ist, wenn eine Teilmenge der Knoten oder der Kanten ausf�allt. Betrachten wir hierzu
die folgenden De�nitionen.

De�nition 7.5 (Trennende Knotenmenge) F�ur zwei Knoten s und t in einem ungerich-

teten Graphen G = (V;E) heisst eine Menge T � (V n fs; tg) eine s-t-trennende Knoten-
menge, falls in G n T kein Pfad von s nach t existiert. Eine Menge T � V heisst trennende
Knotenmenge, falls T f�ur zwei Knoten s und t eine s-t-trennende Knotenmenge ist.

De�nition 7.6 (Trennende Kantenmenge) F�ur zwei Knoten s und t in einem ungerich-
teten Graphen G = (V;E) heisst eine Menge F � E eine s-t-trennende Kantenmenge, falls
in GnF kein Pfad von s nach t existiert. Eine Menge F � E heisst trennende Kantenmenge,
falls F f�ur zwei Knoten s und t eine s-t-trennende Kantenmenge ist.

Die folgende Beziehung zwischen der Gr�osse einer s-t-trennenden Knoten- bzw. Kanten-
menge und der Anzahl knoten- bzw. kantendisjunkter Pfade von s nach t ist ein klassisches
Ergebnis der Graphentheorie.

Satz 7.7 (Menger, 1927)

Knotenversion: F�ur zwei nicht benachbarte Knoten s und t in einem ungerichteten Graphen

G ist die maximale Anzahl knotendisjunkter Pfade von s nach t gleich der minimalen Gr�osse
einer s-t-trennenden Knotenmenge.

Kantenversion: F�ur zwei Knoten s und t in einem ungerichteten Graphen G ist die ma-

ximale Anzahl kantendisjunkter Pfade von s nach t gleich der minimalen Gr�osse einer s-t-
trennenden Kantenmenge.

Der Satz von Menger kann als Vorl�aufer des Max-Flow-Min-Cut-Theorems von Ford und
Fulkerson betrachtet werden, mit dessen Hilfe er auch leicht bewiesen werden kann. Aus dem
Satz von Menger lassen sich die folgenden Aussagen ableiten.

Satz 7.8 (Whitney, 1932)

(i) Ein ungerichteter Graph G mit mindestens k + 1 Knoten ist genau dann k-fach kno-

tenzusammenh�angend, wenn jede trennende Knotenmenge in G mindestens k Knoten

enth�alt.

(ii) Ein ungerichteter Graph G ist genau dann k-fach kantenzusammenh�angend, wenn jede

trennende Kantenmenge in G mindestens k Kanten enth�alt.

Wenn also ein Kommunikationsnetz nach dem Ausfall von r beliebigen Knoten noch zu-
sammenh�angend sein soll, so muss die Topologie ein (r+ 1)-fach knotenzusammenh�angender
Graph sein. Wenn das Netz nach dem Ausfall von s beliebigen Kanten noch zusammenh�angend
sein soll, so muss die Topologie ein (s+ 1)-fach kantenzusammenh�angender Graph sein.

Aus algorithmischer Sicht sind daher die folgenden Arten von Problemen interessant:
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� F�ur einen gegebenen Graphen und eine Zahl k testen, ob der Graph k-fach knotenzusam-
menh�angend oder k-fach kantenzusammenh�angend ist. Dieses Problem ist polynomiell
l�osbar.

� F�ur einen gegebenen Graphen die gr�osste Zahl k bestimmen, so dass der Graph k-fach
knoten- bzw. kantenzusammenh�angend ist. Dieses Problem ist ebenfalls polynomiell
l�osbar.

� Einen gegebenen Graphen, der nicht k-fach knoten- bzw. kantenzusammenh�angend ist,
durch Einf�ugen minimal vieler zus�atzlicher Kanten k-fach knoten- bzw. kantenzusam-
menh�angend machen (engl. connectivity augmentation). Dieses Problem ist im Fall von
Kantenzusammenhang f�ur beliebiges k polynomiell l�osbar. Im Fall von Knotenzusam-
menhang sind bisher nur f�ur kleine Werte von k (k � 4) polynomielle Algorithmen be-
kannt. Die gewichtete Variante, bei der jede potentielle Kante ein bestimmtes Gewicht
hat und man das Gesamtgewicht der eingef�ugten Kanten minimieren will, ist schon f�ur
k = 2 NP-schwer, sowohl f�ur Knotenzusammenhang als auch f�ur Kantenzusammen-
hang. F�ur k = 1 ist das gewichtete Problem dagegen gleichwertig zur Berechnung eines
minimalen Spannbaums (Kapitel 2.1) und daher polynomiell l�osbar.

In den folgenden Abschnitten wollen wir eÆziente Algorithmen f�ur einige dieser Probleme
kennenlernen, wobei wir vor allem den 2-fachen Knotenzusammenhang genauer betrachten
werden.

7.2 Die Blockstruktur von Graphen

Im Folgenden sei G = (V;E) immer ein ungerichteter Graph mit mindestens 3 Knoten.
Wir interessieren uns in diesem Abschnitt daf�ur, alle maximal grossen Teilgraphen von G zu
bestimmen, die 2-fach knotenzusammenh�angend sind. Fr�uher haben wir ja bereits Zusam-
menhangskomponenten eines Graphen betrachtet, d.h. die maximal grossen Teilgraphen, die
1-fach knotenzusammenh�angend sind.

De�nition 7.9 Ein Knoten a in G heisst Artikulationsknoten, wenn fag eine trennende

Knotenmenge in einer Zusammenhangskomponente von G ist.

O�ensichtlich ist ein Graph G mit mindestens 3 Knoten genau dann 2-fach knotenzu-
sammenh�angend, wenn er zusammenh�angend ist und keinen Artikulationsknoten enth�alt.
Ausserdem gilt auch, dass ein Graph G mit mindestens 3 Knoten genau dann 2-fach knoten-
zusammenh�angend ist, wenn G keine isolierten Knoten enth�alt und jedes Paar von Kanten
auf einem gemeinsamen einfachen Kreis liegt.

F�ur e1; e2 2 E de�nieren wir e1 � e2, falls e1 und e2 auf einem gemeinsamen einfachen
Kreis liegen. Man kann leicht zeigen, dass durch� eine �Aquivalenzrelation erzeugt wird, d.h. E
wird durch � in disjunkte Teilmengen E1; E2; : : : ; Eh f�ur ein geeignetes h partitioniert, wobei
f�ur e; f 2 Ei immer e � f gilt. Sei Gi = (Vi; Ei) f�ur 1 � i � h der von Ei induzierte Teilgraph
von G. Diese Teilgraphen Gi werden Bl�ocke genannt. Die Bl�ocke, die mindestens zwei Kanten
enthalten, sind gerade die maximalen 2-fach knotenzusammenh�angenden Teilgraphen von G.
In Abb. 7.1 ist das Beispiel eines Graphen G mit drei Bl�ocken dargestellt, wobei die Kanten
der Bl�ocke durchgezogen, gestrichelt bzw. gepunktet gezeichnet sind.

Das folgende Lemma setzt die Blockstruktur eines Graphen mit den Artikulationsknoten
in Beziehung.
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Abbildung 7.1: Beispiel f�ur Bl�ocke eines Graphen.

Abbildung 7.2: Die Blockstruktur eines Graphen bildet einen Baum.

Lemma 7.10 Seien Gi = (Vi; Ei) f�ur 1 � i � h die Bl�ocke von G.

(a) F�ur i 6= j gilt jVi \ Vj j � 1.

(b) Ein Knoten a 2 V ist genau dann ein Artikulationsknoten, wenn Vi \ Vj = fag f�ur

geeignete i 6= j gilt.

F�ur den Graphen aus Abb. 7.1 kann man leicht �uberpr�ufen, dass es genau zwei Artikula-
tionsknoten gibt, die ausserdem jeweils im Schnitt zweier Bl�ocke liegen.

Die Blockstruktur von G kann man durch einen neuen Graphen, den Blockstrukturgraphen

B(G) = (V 0; E0), beschreiben. B(G) enth�alt f�ur jeden Artikulationsknoten a von G einen
Knoten va und f�ur jeden Block b von G einen Knoten vb. Zwei Knoten va und vb sind in G0

genau dann verbunden, wenn der Block b den Artikulationsknoten a enth�alt. In Abb. 7.2 ist
links die Blockstruktur eines Graphen skizziert und rechts der zugeh�orige Blockstrukturgraph
gezeichnet, wobei die Knoten f�ur Bl�ocke viereckig dargestellt sind.

Lemma 7.11 Der Blockstrukturgraph B(G) eines ungerichteten Graphen G enth�alt keine

Kreise.
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Beweis. Wenn B(G) einen Kreis enthalten w�urde, so k�onnte man in G einen einfachen Kreis
�nden, der Kanten aus verschiedenen Bl�ocken enth�alt. ut

Nun haben wir gen�ugend �uber die Eigenschaften der Bl�ocke eines Graphen gelernt, um
einen eÆzienten Algorithmus zu ihrer Berechnung entwerfen zu k�onnen.

7.2.1 Berechnung der Bl�ocke mittels Tiefensuche

Wir werden sehen, dass man die Bl�ocke von G = (V;E) mittels einer modi�zierten Tiefensuche
(DFS, depth-�rst search) berechnen kann. Dieser Algorithmus wurde bereits 1972 von Tarjan
gefunden [Tar72]. Wir nehmen hier der Einfachheit halber an, dass G zusammenh�angend ist.
Die Bl�ocke eines nicht zusammenh�angenden Graphen kann man berechnen, indem man den
Algorithmus auf jede Zusammenhangskomponente getrennt anwendet.

Eine Tiefensuche besucht von einem Startknoten s 2 V aus alle Knoten von G nach den
folgenden Regeln, wobei nebenbei die Kanten von G in Baumkanten (die am Ende einen
Spannbaum von G, den so genannten DFS-Baum, ergeben) und R�uckw�artskanten eingeteilt
werden.

� Am Anfang ist s der aktuelle Knoten und nur s ist als besucht markiert.

� Falls der aktuelle Knoten v einen unbesuchten Nachbarknoten w hat, so wird die Tie-
fensuche bei w fortgesetzt, d.h. w wird als besucht markiert und ist nun der aktuelle
Knoten. Die Kante (v; w) ist eine Baumkante und v der Vater von w im DFS-Baum.

� Falls der aktuelle Knoten v keine unbesuchten Nachbarn hat, so wird der Vater von v
zum aktuellen Knoten. Falls v keinen Vater hat, so muss v = s gelten und die Tiefensuche
ist beendet.

Die Tiefensuche wird als rekursive Prozedur implementiert, die beim aktuellen Knoten einmal

�uber alle Nachbarkanten l�auft und dabei f�ur jede Kante zu einem unbesuchten Knoten einen
rekursiven Aufruf macht.

Man kann w�ahrend der Tiefensuche allen Knoten v 2 V Pr�aordernummern pre [v] in der
Reihenfolge zuordnen, in der die Knoten von der Tiefensuche besucht werden, wobei man die
Nummerierung mit pre[s] = 1 beginnt. Die Kanten e 2 E, die keine Baumkanten werden,
betrachten wir als R�uckw�artskanten, die von dem Knoten mit gr�osserer Pr�aordernummer zu
dem Knoten mit kleinerer Pr�aordernummer gerichtet sind. (Wir betrachten Baumkanten und
R�uckw�artskanten als gerichtete Kanten.)

Abbildung 7.3 zeigt (a) einen ungerichteten Graphen, (b) die Einteilung der Kanten in
Baumkanten (durchgezogen) und R�uckw�artskanten (gestrichelt) durch eine DFS mit Start-
knoten s, und (c) eine gewurzelte Darstellung des sich daraus ergebenden DFS-Baumes (wobei
Baumkanten als abw�arts gerichtet und R�uckw�artskanten als aufw�arts gerichtet aufzufassen
sind).

Mittels einer nur geringf�ugig modi�zierten Tiefensuche in G kann f�ur jeden Knoten v
zus�atzlich der folgende Wert ermittelt werden:

� low [v] = minimale Pr�aordernummer pre [w] eines Knotens w, der von v aus �uber � 0
Baumkanten abw�arts, evtl. gefolgt von einer einzigen R�uckw�artskante, erreicht werden
kann.
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Abbildung 7.3: Tiefensuche in einem Graphen.

Die Berechnung der low-Werte geschieht einfach durch Ausnutzung der folgenden Tatsache:

low [v] = min

�
f pre [v] g [ f low [w] j w ist Kind von v im DFS-Baum g

[ f pre[w] j fv; wg ist R�uckw�artskante g
�

Genauer wird am Anfang der rekursiven DFS-Prozedur f�ur einen Knoten v der Wert pre [v]
bestimmt und low [v] mit pre [v] initialisiert; dann werden alle Nachbarkanten von v betrachtet:
bei einer abw�artsgerichteten Baumkante zu einem Kind w erfolgt ein rekursiver Aufruf und
anschliessend, wenn low [w] bereits korrekt berechnet ist, wird low [v] := minflow [v]; low [w]g
gesetzt; bei einer R�uckw�artskante zu einemKnoten w setzen wir low [v] := minflow [v]; pre [w]g.

Das folgende Lemma sagt uns, wie wir anhand der Werte low [v] und pre [v] die Artikula-
tionsknoten von G bestimmen k�onnen.

Lemma 7.12 Sei G = (V;E) ein ungerichteter, zusammenh�angender Graph und T ein DFS-

Baum in G. Ein Knoten a 2 V ist Artikulationsknoten genau dann, wenn entweder

(a) a die Wurzel von T ist und � 2 Kinder hat, oder

(b) a nicht die Wurzel von T ist und es ein Kind b von a mit low [b] � pre [a] gibt.

Beweis. Sei s die Wurzel von T . Wenn s zwei Kinder hat, dann gibt es o�ensichtlich keine
Kante in G, die einen Knoten im Teilbaum des ersten Kindes mit einem Knoten im Teilbaum
eines anderen Kindes verbindet. Also sind das erste und das zweite Kind von s in verschiedenen
Komponenten von G n fsg. Folglich ist s ein Artikulationsknoten. Umgekehrt folgt aus der
Annahme, dass s ein Artikulationsknoten ist, ebenfalls, dass s mindestens zwei Kinder in T
hat. Damit ist (a) gezeigt.
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Sei a ein Knoten ungleich s mit einem Kind b, f�ur das low [b] � pre [a] gilt. O�ensichtlich
gehen alle Kanten in G, die einen Knoten im Teilbaum von b mit einem Knoten ausserhalb
dieses Teilbaums verbinden, zum Knoten a. Also ist a ein Artikulationsknoten. Umgekehrt
folgt aus der Annahme, dass a ein Artikulationsknoten ist, ebenfalls, dass a ein Kind b hat,
so dass der Teilbaum von b genau alle Knoten einer Komponente von G n fag enth�alt. F�ur
dieses Kind b muss dann low [b] � pre [a] gelten. Somit ist auch (b) gezeigt. ut

Die Artikulationsknoten von G lassen sich also mittels einer leicht modi�zierten DFS
ermitteln. Um die Bl�ocke selbst ebenfalls w�ahrend der DFS zu bestimmen, kann man so vor-
gehen: Es wird ein Stack S von Kanten verwaltet, der anfangs leer ist. Wenn eine Baumkante
abw�arts gefunden wird, so wird sie vor dem rekursiven Aufruf auf S abgelegt; wenn eine
R�uckw�artskante gefunden wird (von dem unteren Endknoten aus), so wird sie ebenfalls auf
dem Stack abgelegt. Es ist leicht zu sehen, dass immer dann, wenn ein rekursiver Aufruf f�ur
Knoten w zu Knoten v zur�uckkehrt und low [w] � pre [v] gilt, die Kanten oben auf dem Stack
bis einschliesslich der Kante fv; wg genau die Kanten des n�achsten Blockes bilden.

Der sich ergebende Algorithmus zur Berechnung der Artikulationsknoten und Bl�ocke eines
Graphen ist noch einmal detailliert in Abb. 7.4 dargestellt. Da f�ur jeden Knoten und jede
Kante nur konstanter Aufwand n�otig ist, ist die Gesamtlaufzeit des Algorithmus O(jV j+ jEj).

Satz 7.13 F�ur einen gegebenen ungerichteten Graphen G = (V;E) kann man in Zeit O(jV j+
jEj) die Artikulationsknoten und die Bl�ocke berechnen.

Damit k�onnen wir also insbesondere in linearer Zeit testen, ob ein gegebener Graph 2-
fach knotenzusammenh�angend ist. Dies ist n�amlich genau dann der Fall, wenn der Graph
mindestens 3 Knoten enth�alt, zusammenh�angend ist und aus einem einzigen Block besteht.
Im n�achsten Abschnitt werden wir sehen, wie wir mit Hilfe der Blockstruktur minimal viele
Kanten in einen nicht 2-fach knotenzusammenh�angenden Graphen einf�ugen k�onnen, um den
Graphen 2-fach knotenzusammenh�angend zu machen.

Referenzen

[Tar72] Robert Endre Tarjan. Depth-�rst search and linear graph algorithms. SIAM J.

Comput., 1:146{160, 1972.
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Algorithmus zur Berechnung der Bl�ocke eines Graphen

Eingabe: zusammenh�angender, ungerichteter Graph G = (V;E)
Ausgabe: Menge A der Artikulationsknoten von G, Menge B der Bl�ocke von G

procedure bicon(node v;node pv)
begin // v ist aktueller Knoten, pv sein Vater

visited [v] := true;
pre[v] := low [v] := current ;
current++;
int c := 0; // z�ahlt Anzahl Kinder von v im DFS-Baum
for alle Nachbarkanten e = fv; wg von v do

if visited [w] = false then // Baumkante
S:push(e);
c++;
bicon(w; v); // rekursiver Aufruf
low [v] = min(low [v]; low [w]);
if low [w] � pre [v] and (v 6= s or c = 2) then

A := A [ fvg; // v ist Artikulationsknoten
�

if low [w] � pre [v] then
C := ;;
repeat

f := S:pop();
C := C [ ffg;

until f = e;
B := B [ fCg; // C ist der n�achste Block

�;
else if pre [w] < pre [v] and w 6= pv then // R�uckw�artskante

S:push(e);
low [v] =min(low [v]; pre [w]);

�;
od;

end;

// Hauptprogramm
for alle v 2 V do visited [v] := false; od;
s := ein beliebiger Startknoten;
current := 1; A := ;; B := ;;
S := leerer Stack;
bicon(s; s);
return (A;B);

Abbildung 7.4: Algorithmus zur Berechnung der Bl�ocke eines Graphen in linearer Zeit mittels
modi�zierter Tiefensuche.
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7.3 Erh�ohung des Knotenzusammenhangs

Version 1.0, 28.01.2001

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, wie man mittels einer modi�zierten Tiefensuche
(DFS) die Blockstruktur eines Graphen berechnen kann. Wenn der Graph aus einem einzigen
Block mit mehr als einer Kante besteht, so ist er bereits 2-fach knotenzusammenh�angend. An-
dernfalls ist es ein interessantes Optimierungsproblem, den Graphen durch Einf�ugen m�oglichst
weniger zus�atzlicher Kanten 2-fach knotenzusammenh�angend zu machen, um so die Ausfall-
sicherheit des Netzes zu erh�ohen. Mit einem eÆzienten Algorithmus f�ur dieses Problem, der
auf Eswaran und Tarjan zur�uckgeht [ET76], wollen wir uns im Folgenden besch�aftigen.

Problem BiconnectivityAugmentation

Instanz: ungerichteter Graph G = (V;E)
L�osung: Kantenmenge E0, so dass G0 = (V;E [E0) 2-fach knotenzusammenh�angend ist
Ziel: minimiere jE0j
Man beachte, dass der Graph G nicht unbedingt zusammenh�angend sein muss.
Falls G bereits 2-fach knotenzusammenh�angend ist, so k�onnen wir das mit dem Algo-

rithmus aus dem vorigen Abschnitt in linearer Zeit feststellen, und die optimale L�osung ist
die leere Kantenmenge E0 = ;. Daher nehmen wir an, dass G noch nicht 2-fach knotenzu-
sammenh�angend ist und mindestens 3 Knoten hat. (Ein einfacher Graph mit 2 Knoten kann
n�amlich nie 2-fach knotenzusammenh�angend sein.)

Zuerst werden wir uns �uberlegen, wie wir aus der Blockstruktur von G eine gute untere
Schranke f�ur die Anzahl der einzuf�ugenden Kanten ablesen k�onnen. Danach werden wir sehen,
dass wir tats�achlich immer mit genau so vielen Kanten auskommen, wie die untere Schranke
angibt.

7.3.1 Untere Schranke f�ur die Anzahl einzuf�ugender Kanten

Wir betrachten den im vorigen Abschnitt de�nierten Blockstrukturgraphen B(G) von G und
f�uhren die folgenden Bezeichnungen ein:

� F�ur jeden Knoten v von G bezeichnen wir mit d(v) die Anzahl der Zusammenhangs-
komponenten von G n fvg. Sei d = maxv2V d(v). Wir beobachten: Falls G Artikula-
tionsknoten enth�alt, so gilt d(a) = d genau f�ur diejenigen Knoten a von G, die Ar-
tikulationsknoten sind und deren entsprechende Knoten va in B(G) maximalen Grad
haben.

� Mit p bezeichnen wir die Anzahl von Bl�ocken, die genau einen Artikulationsknoten
enthalten. Diese Bl�ocke entsprechen den Knoten mit Grad 1 im Blockstrukturgraphen,
also den Bl�attern. Wir nennen diese Bl�ocke Randbl�ocke.

� Mit q bezeichnen wir die Anzahl derjenigen Zusammenhangskomponenten von G, die
aus einem einzigen Knoten bestehen oder aus einem einzigen Block. Wir nennen diese
Zusammenhangskomponenten isolierte Bl�ocke.

Lemma 7.14 Es sind mindestens maxfd�1; dp=2e+qg Kanten n�otig, um einen nicht 2-fach
knotenzusammenh�angenden Graphen G 2-fach knotenzusammenh�angend zu machen.

Beweis. Sei v ein Knoten mit d(v) = d. Sei G0 der 2-fach knotenzusammenh�angende Graph,
der aus G entsteht, wenn man die Menge E0 der einzuf�ugenden Kanten optimal w�ahlt. Gnfvg
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v w

Abbildung 7.5: Der Graph G ist zusammenh�angend und hat genau zwei Randbl�ocke. Er wird
durch Einf�ugen der Kante fv; wg 2-fach knotenzusammenh�angend.

besteht aus d Zusammenhangskomponenten, aber G0 n fvg muss zusammenh�angend sein. Um
die d Komponenten in G0 miteinander zu verbinden, sind mindestens d � 1 Kanten n�otig.
Damit folgt jE0j � d� 1.

Jeder isolierte Block von G muss in G0 �uber mindestens zwei neue Kanten mit anderen
Komponenten verbunden sein, sonst w�are G0 nicht 2-fach knotenzusammenh�angend. In jedem
Randblock von G muss in G0 von mindestens einem Nicht-Artikulationsknoten eine neue
Kante zu einem Knoten ausserhalb des Blocks vorhanden sein, sonst w�are der Randblock
auch in G0 noch ein Randblock. Also m�ussen die neuen Kanten mindestens 2q + p \Enden"
haben (in jedem der q isolierten Bl�ocke m�ussen mindestens zwei neue Kanten ihren Endknoten
haben, in jedem der p Randbl�ocke mindestens eine neue Kante). Also muss E0 mindestens
(2q + p)=2 Kanten enthalten, und da jE0j ganzzahlig ist, gilt jE0j � q + dp=2e. ut

7.3.2 Optimale Auswahl der einzuf�ugenden Kanten

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass die in Lemma 7.14 angegebene untere Schranke f�ur
die Anzahl einzuf�ugender Kanten tats�achlich von einem Algorithmus erreicht werden kann,
d.h. maxfd � 1; dp=2e + qg neue Kanten reichen tats�achlich aus, um G 2-fach knotenzusam-
menh�angend zu machen. Der Beweis dieser Aussage gibt gleichzeitig den Algorithmus an, mit
dem man die minimal vielen einzuf�ugenden Kanten eÆzient berechnen kann.

Satz 7.15 Man kann jeden nicht 2-fach knotenzusammenh�angenden Graphen G durch das

Einf�ugen von maxfd� 1; dp=2e + qg Kanten 2-fach knotenzusammenh�angend machen.

Beweis. Sei i = maxfd� 1; dp=2e + qg. Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach i.
Den Fall i = 1 k�onnen wir leicht �uberpr�ufen. Jede Zusammenhangskomponente von G ist

entweder ein isolierter Block (und tr�agt 1 zu q bei) oder besteht aus mehreren Bl�ocken (und
tr�agt mindestens 2 zu p bei). Da dp=2e+q � 1, muss G aus einer Zusammenhangskomponente
bestehen. Da G noch nicht 2-fach knotenzusammenh�angend ist, muss p = 2 und q = 0 gelten.
Wenn wir eine Kante von einem Nicht-Artikulationsknoten v im ersten Randblock zu einem
Nicht-Artikulationsknoten w im zweiten Randblock einf�ugen, so ist der resultierende Graph
o�ensichtlich 2-fach knotenzusammenh�angend: Jeder der bisherigen Artikulationsknoten kann
nun entfernt werden, ohne dass der Graph in mehrere Komponenten zerf�allt, siehe Abb. 7.5.
Also ist die Behauptung f�ur i = 1 richtig.

Damit ist der Induktionsanfang erledigt. Nun nehmen wir an, dass die Behauptung f�ur i
richtig ist (d.h. im Fall maxfd � 1; dp=2e + qg = i reichen tats�achlich i Kanten, um G 2-fach
knotenzusammenh�angend zu machen), und beweisen unter dieser Annahme, dass sie auch f�ur
i+ 1 richtig ist (Induktionsschluss). Dabei k�onnen wir i+ 1 � 2 voraussetzen.
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Abbildung 7.6: Der Graph G ist zusammenh�angend und hat zwei Knoten a1 und a2 mit
d(a1) = d(a2) = dp=2e + 1. Es gilt d = 4 und p = 6. Durch Einf�ugen der Kante fv; wg wird
maxfd� 1; dp=2e + qg um 1 kleiner.

Sei also G ein Graph, f�ur den maxfd � 1; dp=2e + qg = i + 1 gilt. Wir machen eine
Fallunterscheidung.

Fall 1: G ist nicht zusammenh�angend.
Seien C1 und C2 zwei Komponenten von G. Jede Komponente von G ist entweder ein iso-
lierter Block oder sie enth�alt einen Randblock. Wir f�ugen eine Kante in G ein, die einen
Nicht-Artikulationsknoten in dem isolierten Block oder Randblock von C1 mit einem Nicht-
Artikulationsknoten in dem isolierten Block oder Randblock von C2 verbindet. Man kann
leicht nachpr�ufen, dass dadurch dp=2e + q um genau 1 abnimmt. Ferner nimmt auch d um
1 ab, ausser in dem Fall, wo G aus lauter isolierten Bl�ocken besteht; in dem Fall ist aber
d� 1 < q und maxfd� 1; dp=2e+ qg wird daher auch dann kleiner, wenn d gleich bleibt. Der
resultierende Graph kann also nach der Induktionsannahme durch Einf�ugen von i Kanten
2-fach knotenzusammenh�angend gemacht werden. Insgesamt reichen damit i+1 Kanten, und
die Induktionsbehauptung ist gezeigt.

Fall 2: G ist zusammenh�angend.
In diesem Fall muss q = 0 gelten. Wir unterscheiden drei Unterf�alle danach, ob d� 1 gr�osser
als, gleich oder kleiner als dp=2e ist.

Wir beachten dabei, dass f�ur jeden Artikulationsknoten a in jeder Komponente von B(G)n
fvag mindestens ein Randblock (bzw. ein einem Randblock entsprechender Knoten in B(G))
liegt. Daher muss f�ur zwei verschiedene Artikulationsknoten a1 und a2 immer d(a1)+d(a2) �
p+ 2 gelten.

Fall 2.1: d� 1 > dp=2e. Es kann nur einen einzigen Artikulationsknoten a mit d(a) = d
geben. Wir w�ahlen zwei Randbl�ocke B1 und B2 von G, die nicht in derselben Komponente
von G n fag liegen, und verbinden einen Nicht-Artikulationsknoten von B1 mit einem Nicht-
Artikulationsknoten von B2. Dadurch wird d(a) und damit auch d um 1 kleiner, da zwei
Komponenten von G n fag nun durch die neue Kante verbunden sind. Da d � 1 > dp=2e
galt und p nicht gr�osser wird, wird auch maxfd � 1; dp=2e + qg um 1 kleiner, und nach
der Induktionsannahme reichen i weitere Kanten, um G 2-fach knotenzusammenh�angend zu
machen.
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Fall 2.2: d � 1 = dp=2e. Es kann h�ochstens zwei Knoten a mit d(a) = d geben. Da
dp=2e = i+ 1 � 2, muss p � 3 gelten. Betrachten wir zuerst den Fall p = 3. Dann gilt d = 3
und i + 1 = 2. G enth�alt genau einen Artikulationsknoten a mit d(a) = 3. Wenn wir zwei
Nicht-Artikulationsknoten aus verschiedenen Randbl�ocken �uber eine Kante verbinden, so wird
p zu 2 und d zu 2. Damit wird maxfd� 1; dp=2e+ qg zu 1, und nach der Induktionsannahme
reicht eine weitere Kante, um G 2-fach knotenzusammenh�angend zu machen.

Sein nun p � 4. Sei a1 ein Knoten mit d(a1) = d. Sei a2 ein zweiter Knoten mit d(a2) = d,
falls es einen solchen gibt. Der Fall, in dem a2 existiert, ist in Abb. 7.6 skizziert. Wegen p � 4
gilt d = dp=2e + 1 < p, also muss eine Komponente C von G n fa1g mindestens 2 der p
Randbl�ocke enthalten. Falls a2 existiert, so muss a2 in C enthalten sein (siehe Abb. 7.6).

Sei B1 einer der Randbl�ocke in C und sei B2 ein Randblock, der nicht in C enthalten ist.
Wir verbinden einen Nicht-Artikulationsknoten von B1 mit einem Nicht-Artikulationsknoten
von B2. Dadurch wird d um 1 kleiner und p um 2 kleiner. Also wird maxfd � 1; dp=2e + qg
um 1 kleiner, und wir k�onnen G nach Induktionsannahme mit i weiteren Kanten 2-fach
knotenzusammenh�angend machen.

Fall 2.3: d� 1 < dp=2e. Es muss einen Artikulationsknoten a geben, so dass eine Kom-
ponente C von G n fag mindestens zwei Randbl�ocke enth�alt. Wir verfahren �ahnlich zum
vorigen Fall. Sei wieder B1 einer der Randbl�ocke in C und sei B2 ein Randblock, der nicht
in C enthalten ist. Wir verbinden einen Nicht-Artikulationsknoten von B1 mit einem Nicht-
Artikulationsknoten von B2. Dadurch wird p um 2 kleiner und damit maxfd � 1; dp=2e + qg
um 1. Wir k�onnen G nach Induktionsannahme mit i weiteren Kanten 2-fach knotenzusam-
menh�angend machen.

Damit ist der Induktionsschluss in allen F�allen gezeigt und die Behauptung des Satzes
bewiesen. ut

Es ist klar, dass man aus dem Beweis von Satz 7.15 leicht einen polynomiellen Algorithmus
erhalten kann, der eine optimale Kantenmenge E0 bestimmt. Es ist sogar m�oglich, diesen
Algorithmus in linearer Zeit O(jV j+ jEj) zu implementieren, das resultierende Programm ist
jedoch sehr kompliziert [ET76].

Referenzen
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7.4 EÆziente Berechnung des Kantenzusammenhangs

Version 1.0, 04.02.2001

Nun betrachten wir das Problem, den Kantenzusammenhang eines gegebenen Graphen G =
(V;E) zu bestimmen, d.h. die gr�osste Zahl k zu berechnen, so dass G k-fach kantenzusam-
menh�angend ist. Nach dem Satz von Whitney (Satz 7.8) wissen wir, dass G genau dann
k-fach kantenzusammenh�angend ist, wenn jede trennende Kantenmenge mindestens k Kan-
ten enth�alt. Wenn wir also eine kleinste trennende Kantenmenge F � � E in G berechnen, so
liefert k = jF �j genau den gesuchten Wert (d.h. den Kantenzusammenhang von G). Im Folgen-
den werden wir einen Algorithmus f�ur die eÆziente Bestimmung einer kleinsten trennenden
Kantenmenge kennen lernen.

Eine trennende Kantenmenge F nennen wir auch Schnitt, da das Entfernen von F den
Graphen in mehrere Zusammenhangskomponenten \zerschneidet". Wenn wir eine kleinste
trennende Kantenmenge suchen, berechnen wir also einen minimalen Schnitt im gegebenen
Graphen. Dabei k�onnen wir uns im Folgenden immer auf die Betrachtung von Schnitten
beschr�anken, die genau aus den Kanten zwischen zwei disjunkten Teilmengen V1; V2 � V mit
V1[V2 = V bestehen; falls ein Schnitt zus�atzliche Kanten enth�alt, so kann man ihn auf jeden
Fall kleiner machen, indem man die zus�atzlichen Kanten wegl�asst.

Wir hatten bereits bei der Betrachtung von Flussalgorithmen �uber Schnitte gesprochen,
dort waren jedoch immer zwei Knoten s und t ausgezeichnet und es wurden nur solche Schnitte
betrachtet, die s und t voneinander trennen. Im Unterschied dazu betrachten wir hier alle
m�oglichen Schnitte, die den Graphen in zwei oder mehr Komponenten teilen.

Wir wollen minimale Schnitte auch in Graphen mit Kantengewichten berechnen. Dabei
nehmen wir an, dass jeder Kante e von G ein Gewicht c(e) zugeordnet ist. Das Gewicht einer
trennenden Kantenmenge F ist dann c(F ) =

P
e2F c(e). F�ur die Bestimmung des Kantenzu-

sammenhangs eines Graphen k�onnen wir einfach das Gewicht aller Kanten auf 1 setzen, dann
ist das Gewicht eines Schnittes gerade gleich der Anzahl Kanten im Schnitt.

Problem MinCut

Instanz: ungerichteter Graph G = (V;E) mit Kantengewichten c : E ! R
+

L�osung: Kantenmenge F � E, so dass G n F nicht zusammenh�angend ist
Ziel: minimiere c(F )

F�ur gegebene Knoten s und t kann man mit Hilfe eines Flussalgorithmus auch leicht
einen minimalen s-t-Schnitt berechnen (also eine s-t-trennende Kantenmenge mit minimalem
Gewicht). Wenn wir nun den Knoten s beliebig w�ahlen und dann alle jV j � 1 M�oglichkeiten
f�ur t durchprobieren und jeweils einen minimalen s-t-Schnitt berechnen, so muss einer der
jV j � 1 Schnitte auch der gesuchte minimale Schnitt in G sein. Man k�onnte das Problem
MinCut also durch jV j � 1 Aufrufe eines Flussalgorithmus l�osen. Das Problem MinCut ist
somit auf jeden Fall in polynomieller Zeit optimal l�osbar.

Wir betrachten einen Algorithmus, der den minimalen Schnitt in G sehr eÆzient ohne
Verwendung eines Flussalgorithmus berechnet. Die wesentliche Grundidee des Algorithmus
stammt von Nagamochi und Ibaraki [NI92], eine einfachere Darstellung und Analyse wurde
von Stoer und Wagner gefunden [SW97].

7.4.1 Ein einfacher Min-Cut-Algorithmus

Die Grundidee des Algorithmus ist es, zuerst einen minimalen s-t-Schnitt C1 f�ur beliebige

(nicht vorgegebene) Knoten s und t zu berechnen, dann s und t zu verschmelzen und in dem



98 KAPITEL 7. AUSFALLSICHERHEIT VON NETZEN

4
5 20

18

s t

2 34

10

20

8

6 6

s,t

Abbildung 7.7: Verschmelzung zweier Knoten s und t.

so erhaltenen kleineren Graphen rekursiv einen minimalen Schnitt C2 zu berechnen. Am Ende
wird dann derjenige der beiden Schnitte C1 und C2 ausgegeben, der das kleinere Gewicht hat.

Beim Verschmelzen zweier Knoten s und t zu einem neuen Knoten v erh�alt v dabei die
folgenden inzidenten Kanten:

� Falls s �uber Kante e1 und t �uber Kante e2 zu einem Knoten w 6= s; t adjazent war, so
erh�alt v eine Kante zu w mit Gewicht c(e1) + c(e2).

� Falls s �uber Kante e1 zu w 6= s; t adjazent war, aber nicht t, so erh�alt v eine Kante zu
w mit Gewicht c(e1).

� Falls t �uber Kante e1 zu w 6= s; t adjazent war, aber nicht s, so erh�alt v eine Kante zu
w mit Gewicht c(e1).

Ein Beispiel f�ur die Verschmelzung zweier Knoten ist in Abb. 7.7 dargestellt.
Wenn der Graph H aus G durch mehrere Knotenverschmelzungen entstanden ist, so sagen

wir, dass ein Knoten v von G in einem Knoten w von H enthalten ist, falls v = w oder falls w
durch Verschmelzen zweier Knoten w1 und w2 entstanden ist, wobei v in w1 oder w2 enthalten
war. Jeden Schnitt F in H k�onnen wir auch als Schnitt in G au�assen, indem wir einfach jede
Kante e 2 F durch die Menge der Kanten in G ersetzen, aus denen e entstanden ist.

Lemma 7.16 Seien s und t zwei Knoten in G und sei H der Graph, der aus G durch Ver-

schmelzen von s und t entsteht. Sei C1 ein minimaler s-t-Schnitt in G und sei C2 ein mini-

maler Schnitt in H. Dann ist derjenige der beiden Schnitte, der das kleinere Gewicht hat, ein
minimaler Schnitt in G.

Beweis. O�ensichtlich entsprechen die Schnitte in H genau denjenigen Schnitten in G, die
s und t nicht voneinander trennen. Falls es in G einen minimalen Schnitt gibt, der ein s-t-
Schnitt ist, so ist C1 ein minimaler Schnitt in G. Falls es keinen solchen minimalen Schnitt
gibt, so werden s und t durch den minimalen Schnitt nicht getrennt, und folglich liefert C2

einen minimalen Schnitt in G. ut
Der Algorithmus geht nun in jV j � 1 Phasen vor und berechnet dabei in Phase i einen

Schnitt Ci, der f�ur gewisse Knoten s und t im aktuellen Graphen ein minimaler s-t-Schnitt
ist. Die Ausgabe des Algorithmus ist dann derjenige Schnitt mit minimalem Gewicht unter
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den jV j � 1 berechneten Schnitten. Am Ende jeder Phase werden die Knoten s und t im
aktuellen Graphen miteinander verschmolzen, so dass der Graph in jeder Phase um einen
Knoten kleiner wird.

Betrachten wir das Vorgehen des Algorithmus in einer Phase i, wobei H = (V 0; E0) den
Graphen am Anfang der Phase bezeichne. F�ur eine Teilmenge A � V 0 und einen Knoten
y 2 V 0 nA bezeichnen wir mit w(A; y) die Summe der Gewichte aller Kanten zwischen einem
Knoten aus A und dem Knoten y. Zun�achst wird ein beliebiger Knoten a des Graphen H
ausgew�ahlt und A = fag gesetzt. Solange A 6= V 0, f�ugt der Algorithmus nun jeweils denjenigen
Knoten z 2 V 0 n A in A ein, der unter allen Knoten y 2 V 0 n A den maximalen Wert w(A; y)
hat.

Bezeichne mit s den vorletzten in der aktuellen Phase in A eingef�ugten Knoten und mit
t den letzten in A eingef�ugten Knoten. Der Schnitt Ci ist dann einfach als die Menge der
Nachbarkanten von t in H de�niert. Als Schnitt in G interpretiert, besteht Ci aus denje-
nigen Kanten von G, die einen in t enthaltenen Knoten mit einem nicht in t enthaltenen
Knoten verbinden. Am Ende der Phase werden die Knoten s und t zu einem neuen Knoten
verschmolzen.

Nach jV j � 1 Phasen ist der Graph auf einen einzigen Knoten geschrumpft. Der Algo-
rithmus terminiert und gibt denjenigen der jV j � 1 berechneten Schnitte Ci mit minimalem
Gewicht aus.

EÆziente Implementierung und Laufzeit

Eine eÆziente Implementierung des Algorithmus realisiert jede Phase �ahnlich zum Algorith-
mus von Prim zur Berechnung minimaler Spannb�aume (siehe Abb. 7.8): die Knoten aus V 0nA
werden in einer Priority-Queue verwaltet, wobei die Priorit�at von Knoten y 2 V 0 n A genau
w(A; y) ist. Zu Anfang haben die Nachbarknoten v von a also Priorit�at c(fa; vg) und alle ande-
ren Knoten in der Priority-Queue Priorit�at 0. Dann wird in jedem Schritt derjenige Knoten z
mit maximaler Priorit�at aus der Priority-Queue entfernt und in A eingef�ugt. Nun muss ledig-
lich f�ur jeden Nachbarn v von z in der Priority-Queue die Priorit�at um das Gewicht der Kante
zwischen z und v erh�oht werden, so dass die Priorit�at aller Knoten y in der Priority-Queue
wieder mit w(A; y) f�ur die um einen Knoten vergr�osserte Menge A �ubereinstimmt.

Die Priority-Queue muss das Extrahieren des Elementes mit der gr�ossten Priorit�at sowie
das Erh�ohen der Priorit�at eines Elementes eÆzient unterst�utzen. Diese Anforderungen sind
dieselben wie beim Algorithmus von Prim, nur dass wir jetzt statt DeleteMin und Decrease-
Priority die Operationen DeleteMax und IncreasePriority ben�otigen, die sich jedoch v�ollig ana-
log implementieren lassen. Wenn f�ur die Priority-Queue eine Implementierung mit Fibonacci-
Heaps gew�ahlt wird, kann damit die Laufzeit f�ur eine Phase des Min-Cut-Algorithmus wie die
Laufzeit des Algorithmus von Prim mit O(jEj+ jV j log jV j) abgesch�atzt werden. Da insgesamt
jV j � 1 Phasen n�otig sind, f�uhrt das zu einer Gesamtlaufzeit von O(jV jjEj+ jV j2 log jV j) f�ur
den Min-Cut-Algorithmus.

Korrektheit des Algorithmus

Abschliessend wollen wir noch die Korrektheit des vorgestellten Min-Cut-Algorithmus bewei-
sen. Die wesentliche Erkenntnis ist, dass der in Phase i berechnete Schnitt Ci f�ur die beiden
in dieser Phase zuletzt in A eingef�ugten Knoten s und t einen minimalen s-t-Schnitt darstellt.
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Algorithmus f�ur eine Phase des Min-Cut-Algorithmus

Eingabe: ungerichteter Graph H = (V 0; E0) mit Kantengewichten c : E ! R

Ausgabe: Knoten t, dessen Nachbarkanten ein minimaler s-t-Schnitt sind

a := beliebiger Startknoten in V 0;
A := fag;
p queue Q; f Priority-Queue f�ur Knoten g
for alle inzidenten Kanten e = fa; vg von a do Q.Insert(v,c(e)); od;
for alle Knoten v 2 V 0 mit v 6= a und v =2 Q do Q.Insert(v,0); od;
t := a;
while Q nicht leer do

t := Q.DeleteMax();
A := A [ ftg;
for alle inzidenten Kanten e = ft; wg von t do

if w 2 Q then

Q.IncreasePriority(w,Q.prio(w) + c(e));
�;

od;
od;
return t;

Abbildung 7.8: Implementierung einer Phase des Min-Cut-Algorithmus

Lemma 7.17 Sei H = (V 0; E0) der Graph am Anfang einer Phase. Seien s und t die in der

Phase zuletzt in A eingef�ugten Knoten. Dann bilden die Nachbarkanten von t einen minimalen

s-t-Schnitt in H.

Beweis. Sei T die Menge der Nachbarkanten von t. Sei C ein beliebiger s-t-Schnitt in H. Wir
zeigen, dass c(C) � c(T ) ist. Daraus folgt dann, dass T ein minimaler s-t-Schnitt ist.

Seien V1 und V2 die beiden Knotenmengen, so dass C die Menge aller Kanten zwischen
V1 und V2 ist. Wir bezeichnen einen Knoten v 6= a als aktiv, falls v und der direkt vor v in A
eingef�ugte Knoten in verschiedenen Vi (i = 1; 2) sind.

Bezeichne mit Av die Menge der Knoten, die vor v in A eingef�ugt wurden, und mit Cv
den Schnitt, den C eingeschr�ankt auf die Knoten Av [ fvg ergibt.

Wir beweisen per Induktion nach der Anzahl aktiver Knoten, dass f�ur jeden aktiven Kno-
ten die Ungleichung

w(Av ; v) � c(Cv) (7.1)

gilt. Der Knoten t ist o�ensichtlich ein aktiver Knoten, und die Aussage w(At; t) � c(Ct)
liefert genau die Behauptung c(C) � c(T ), da c(T ) = w(At; t) und c(Ct) = c(C) gilt.

F�ur den ersten aktiven Knoten ist (7.1) mit Gleichheit erf�ullt. Das liefert uns den Indukti-
onsanfang. Nehmen wir nun an, dass (7.1) f�ur alle aktiven Knoten bis einschliesslich v richtig
ist. Sei u der n�achste aktive Knoten. Es gilt:

w(Au; u) = w(Av ; u) + w(Au n Av; u) =: �

Da der Algorithmus den Knoten v vor u aus der Priority-Queue geholt hat, muss w(Av ; u) �
w(Av ; v) gelten. Aus der Induktionsannahme wissen wir w(Av ; v) � c(Cv). Also gilt:

� � c(Cv) +w(Au nAv; u)
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Abbildung 7.9: Skizze zum Beweis von Lemma 7.17. Die Knoten sind von links nach rechts
in der Reihenfolge gezeichnet, in der sie in A eingef�ugt werden. Der Schnitt C ist durch
die horizontale Linie angedeutet. Knoten oberhalb der Linie liegen in V1, Knoten unterhalb
in V2. Kanten innerhalb V1 oder V2 sind nicht gezeichnet. Aktive Knoten sind dick umrandet.
Im Schnitt Cu (der alle gezeichneten Kanten enth�alt) liegen mindestens die Kanten von Cv
(gestrichelt gezeichnet) sowie die Kanten von u zu Knoten in Au nAv.

Alle Kanten von Au n Av zu u liegen im Schnitt Cu, aber nicht in Cv (siehe auch Abb. 7.9).
Daher gilt c(Cv) +w(Au nAv; u) � c(Cu). Folglich ist (7.1) auch f�ur u richtig und die Induk-
tionsbehauptung damit gezeigt. ut

Nun k�onnen wir leicht die Korrektheit des Algorithmus zeigen.

Satz 7.18 Der vorgestellte Min-Cut-Algorithmus berechnet den minimalen Schnitt in einem

Graphen G = (V;E) mit Kantengewichten in Zeit O(jV jjEj + jV j2 log jV j).

Beweis.Wir beweisen die Korrektheit per Induktion nach der Knotenzahl des Graphen. F�ur
jV j = 2 liefert der Algorithmus o�ensichtlich einen korrekten minimalen Schnitt. Nehmen wir
nun an, dass der Algorithmus f�ur alle Graphen mit h�ochstens n� 1 Knoten richtig ist und sei
G ein Graph mit n Knoten. Nach Lemma 7.17 berechnet der Algorithmus in Phase 1 korrekt
einen minimalen s-t-Schnitt. Sei H der Graph, der aus G durch Verschmelzung von s und t
entsteht. Nach der Induktionsannahme liefert der kleinste unter allen in den weiteren Phasen
berechneten Schnitten einen minimalen Schnitt in H. Mit Lemma 7.16 folgt, dass der kleinste
unter allen berechneten Schnitten ein minimaler Schnitt in G ist. ut

Mit Hilfe des Min-Cut-Algorithmus k�onnen wir nat�urlich insbesondere den Kantenzusam-
menhang eines Graphen in Zeit O(jV jjEj+ jV j2 log jV j) berechnen.
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